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)١(ریاضیات وکاربرد آن در مدیریت     :نــام درس

واحد ٣    :تعداد واحـد

  لیـــدا فـــرخو:     مؤلــــــف

مھدی صحت خواه    :تھیھ کننده

ریاضیات پایھ   :نام  منــبع 

دانشگاه پیـــــام نور    :ناشـــــــر
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ھدف كلي این درس آموزش مباحثی از ریاضیات است کھ دانشجویان رشتھ ھای
.  رشتھ ھای علوم انسانی دردروس تخصصی خود بھ آنھا نیاز خواھند داشت

مباحث کتاب
.برای نیل بھ اھداف کلی ،مباحث زیر درشش فصل تدوین شده است

نظریھ مجموعھ ھا  :فصل اول

.اسلاید می باشد 44کھ شامل  
   

 دستگاھھای مختصات :فصل دوم

.اسلاید می باشد ۴٧کھ شامل  
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 رابطھ وتابع :فصل سوم

.اسلاید می باشد  69کھ شامل   
   

  حد وپیوستگی توابع :فصل چھارم

.اسلاید می باشد ٧١کھ شامل   

مشــــتق  :فصل پنجم

.اسلاید می باشد ٧١کھ شامل 
   

کاربردھای مشتق  :فصل ششم

.اسلاید می باشد ٧۴کھ شامل  
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در آغاز ھر فصل نکاتی بھ عنوان  راھنمای مطالعھ وھدف کلی آمده است،کھ بھ 

شما کمک می کند تا منظـور کل آن فصـــل را دریابید،درقسمتی کھ با عنوان 

ھدف ھای رفتاری وآموزشی مشخـص شده است ،ازشما انتـظارمی رود کھ پس

ازپایان مطالعھ ھرفصل مطالبی را کھ یادگرفتھ اید با توجھ بھ ھدف ھای رفتاری
.بسنجید 

بیان یک مفھوم ،مقایسھ دو مفھوم بایکدیگر، توضیح یک ” یادگیری می تواند مثلا

نظر بھ پیوستـگي مفاھیم .قضیھ نتیجھ گیری ازیک مطلب، یا حل یک مسئلھ باشد

ریاضی ،تا زمانی کھ بھ ھدف ھای یک فصل نایل نشده اید،و مسائل آن فصل را 

.حل نکرده اید بھ فصل بعدی نپردازید
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فصــــل اول

نظریھ مجموعھ ھا

:ھدف کلی

ھدف کلی این فصل این است کھ با مفھوم مجموعھ ،انواع آن،اعمال جبری

.روی مجموعھ ھا،و ویژگی ھای این اعمال آشنا شوید 
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:ھدفھای رفتاری

:از شما انتظار می رود پس از پایان مطالعھ این فصل بتوانید
.مجموعھ ھاراشناسایی کنید.١

.عضوھای مجموعھ ھای داده شده راتعیین کنید.٢

.زیرمجموعھ ھای ھر مجموعھ داده شده راتعیین کنید.٣

.مثال ھایی از مجموعھ تھی بیاورید.مجموعھ تھی راشناسایی کنید.۴

اعمال جبری روی مجموعھ ھاراتعریف کنیدوبرای مجمــوعھ ھای داده شده ،.۵
.اعمال مورد نظر راانجام بدھید

.بازه ھای باز وبستھ راتشخیص بدھیدو آنھا را بھ صورت مجموعھ نمایش بدھید.۶

.مفھوم مجموعھ جھانی را توضیح بدھید.٧
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.مکمل ھر مجموعھ را نسبت بھ مجموعھ جھانی داده شده ،تعیین کنید.٨

.ویژگی ھای اعمال جبری روی مجموعھ ھارابیان کنید ودرمسائل بھ کارببرید.٩

.را بیان کنیدودرمسائل بھ کارببرید»دمورگان «قوانین .٠١

.تعدادعناصر ھرمجموعھ متناھی داده شده راتعیین کنید.١١

حاصل ضرب دکارتی دو مجموعھ رابیان کنید وآن رابرای مجموعھ ھای داده.٢١
.شده محاسبھ کنید 
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:مقدمھ
نقطھ آغازی برای” مجموعھ یکی از بنیادی ترین مفاھیم درریاضیات است وغالبـا

،در”مثلا. ریاضیات پایھ و کاربردھای آن در بسیاری از علوم محسـوب می شود

رشتھ مدیریت درموارد بسیاری صحبت از مجموعھ تولـیدات یک کارخانھ ،یــا

مجموعھ کارگران یک کارگاه ،یا مجموعھ تصمیمھای ممکن برای مدیر یک واحد
 

برای درک بسیاری ازمطـالب ارائھ شده دراین کتاب،.ونظایر آن بھ میان می آید

. آشنایی باتعاریف ومفاھیم اولیھ نظریھ مجموعھ ھا ضروری است

دراین فصل ،مفھوم بنیادی مجموعھ واعمال جبری روی مجموعھ ھا رامورد بحث 
.قرار می دھیم

www.pnu-club.com



مفھوم شھودی مجموعھ١-١-١

آن تفاوت دارد) عادی یا روز مره(مفھوم ریاضی یک مجموعھ با مفھوم شھودی
” یک مجموعھ ازنظر ریاضی ھنگامی معین است کھ اشیای تشکیل دھنده آن کاملا

بھ بیان دیگر ھنگامی کھ برای ھر شی بھ دقت بتوان تـعیین کرد .مشخص باشند
.آن شی بھ آن مجموعھ دارد یا تعلق ندارد

بھ طورکلی ،صفاتی مانند مھـــارت،تبحر، زیبایی، زشـتی،کوچکی،بزرگی،
کھ تعریف دقیقی ندارند ،نمی توانند مشخص کننده...خوشمزگی،وخوش سلیقگي و

.یک مجموعھ باشند 
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:مثال ٢-١-١
:ھریک ازدستھ ھای زیر یک مجموعھ است

.١٠٠تا١دستــھ اعدادصحیـــح از -أ

.دستــھ حروف الفبای زبــان فارسی -ب

.است ٢۵آن دستھ ازدانشجویان دانشگاه پیام نور کھ سن آنھا کمتر از  -ج

.دستـھ کتاب ھای درسـی سال اول ابتدایی -د

.دستھ شھرھای کشور جمھوری اسلامی ایران -ه

. دستــھ سیــارات منظـومـھ شمســی -و
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:قرارداد٣-١-١
:باشد، می نویسیم S، عضوی از مجموعھ xاگر 

یا بھ طور » استSعضوی از x«یا » است sمتعلق بھ مجموعھ  x«ومی خوانیم 
نقیض          رابا نماد.»استSدر x«خلاصھ،

یا بھ طور» تعلق نداردsبھ x«یا » نیستSعضو  x«نشان می دھیم ومی خوانیم
.»نیستSدر  x«خلاصھ، 

و  D, C ,B, A,...ازاین پس مجموعھ ھا را با حروف بزرگ لاتین مانند    
.،نشان خواھیم داد d, c, b, a ,...عضو ھای آنھا را باحروف کوچک لاتین نظیر

:نکتھ ۴-١-١
S، بھ xبتوان تشخیص دادكھ  xزمانی معین است کھ برای ھر شی Sمجموعھ 

. تعلق دارد یا نھ

Sx

Sx

Sx
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:نمایش مجمو عھ ھا ۶-١-١

جدااز ھم » ,«برای نمایش یک مجمو عھ تمام عضو ھای آن را، کھ با علامت 
:کرده ایم، درداخل ابرو می آوریم

برای مــثال دو .توجھ کنید کھ ترتیب نوشتن اعضای مجموعھ ، اھمیتی ندارد

مجموعھ

.درواقع یک مجموعھ را نمایش می دھند

 8,6,4,2A  و  73,26,8,5S 

 3,2,1 و  2,1,3
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درمواردی کھ نوشتن تمام عضو ھای یک مجموعھ غیرعملی باشد، مانند مجموعھ 

عضو ھا را می توانیم برحسب خاصیت مشترکی معین” ،معمولا)ب(۵-١-١تمرین 

 x، بیان کننده این خاصیت مشــترک مربوط بھ P(x)فرض می کنیم گزاره .کنیم 

ھایی باشد کھ بھ ازای آنھا گزارهxشامل تمام  Sدراین صورت اگر مجموعھ . باشد

P(x)درست است ،می نویسیم  :

مانند

 )x(PxS 

 0)4x3)(1x2(QxA 
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:مثال ٧-١-١

را می توان بھ صورت ٣٠تا ١مجموعھ اعداداول بین  )الف

.نشان داد

مجموعھ ریشھ ھای حقیقی معادلھ جبری                    را می توانیم)ب   
بھ صورت زیر بنویسیم

   
مجمو عھ اعداد صحیح فردومثبت را می توانیم بھ ھریک از صورت ھای )پ   

:زیر نشان بدھیم

 29,23,19,17,13,11,7,5,3,2

01x4x2 

 01x4xRx 2 

 Nk,1k2xx 

یا
 ,...7,5,3,1
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:تعریف١٠-١-١  

مجموعھ .راتھی می نامیم،اگروتنھا اگر دارای ھیچ عضوی نباشد Sمجموعھ

بنابراین نماد.نشان می دھیم)فی(با حرف یونانی   ”تھی را معمولا

تھی نباشد،می نویسیمSاگر مجموعھ .خوانده می شود» تھی است Sمجموعھ «

. »ناتھی استS«یا » تھی نیستS«ومی خوانیم

درنتیجھ،         خواھد بوداگروتنھا اگر حداقل دارای یک عضو باشد.

S

S

S
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:تعریف١٣-١-١

عضوی از مجموعھAاگر ھرعضو مجموعھ .رادرنظر می گیریمBو Aدومجموعھ 

 B، ھم باشدA رایک زیر مجموعھBمی نامیم وبا نماد

.»استAشامــل B«یا » استBزیرمجمــوعھ A«نشان می دھیم ومـی خوانیم 

.می گوییم علامت شمــول یا جــزئیتنماد      را 

نباشد، می نویسیمBزیر مجموعھ ای از Aدرصورتیکھ 

BA 



BA 
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:تعریف١۴-١-١

حداقل یک Bاگر .، باشدB،زیرمجموعھ ای از مجموعھ Aفرض می کنیم مجموعھ 

Bرایک زیرمجموعھ سرهAنباشد،آنگاه مجموعھ  Aعضو داشتھ باشدکھ درمجموعھ 

.می نامیم وبا نماد زیرنشان می دھیم

نباشد می نویسیمBزیر مجموعھ سره Aدرصورتیکھ مجموعھ  

 BA 

BA 
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:مثال١۵-١-١
:مجموعھ ھای زیر رادر نظر می گیریم

پس.نیز تعلق داردAبھ مجموعھ B روشن است کھ ھــر عضـو مجموعھ

است،یعنیAیک زیر مجموعھ سره Bازطرفی           ولی           ،پس 

اکنون فرض می کنیم کھ

C زیــر مجمــوعھ ای ازA           پس.نیست،زیـرا           ولی

نیست، زیرا         ولی    Cھم زیرمجموعھ ای از مجموعھ Aتوجھ کنید کھ 
پس          

 
 50x,ZxxB

100x,ZxxA








AB
A80B80

AB

C180A180

AC 

CA 
A29

C29

 720xxC  x راست،۴عدد صحیح مثبتی است کھ بر بخشپذِ
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:قضیھ٢٠-١-١

باشد،آنگاه تعداد کل زیر nبرابر عدد طبیعی Aاگر تعداد عضوھای مجموعھ 

.مساوی       استAمجموعھ ھای 

:تعریف٢٢-١-١

می نامیم وآن را باA مجموعھ توانیرا Aمجموعھ تمام زیر مجموعھ ھای 
 

.نشان می دھیم P(A)نماد 

n2
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:مثال ٢٣-١-١

عبارتند ا زAتمام زیر مجموعھ ھای .فرض کنید              

برابر است باA، مجموعھ توانی P(A)بنابراین 

عضو باشد،تعدادعضوھای مجموعھnدارای Aاگر مجموعھ  ٢٠-١-١بنابر قضیھ

P(A)برابر      خواھد بود ،.

 b,aA 

     b,a,b,a,

      b,a,b,a,)A(P 

n2
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:تعریف٢۶-١-١

.می نامیم اگروتنھا اگر       و          )یا برابر(، رامساوی BوAدومجموعھ 

دراین صورت می نویسیم

بھ بیان دیگر ، دو مجموعھ رامســاوی می نامیم،اگروتنھا اگر دارای عضوھای 

. یکسانی باشند

BA AB

BA 
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:تعریف٣١-١-١

.a<bدوعددحقیقی باشند بھ طوری کھ  bو  aفرض می کنیم 
   

می نامیم وbوaبستھ را کھ             ،بازه xمجموعھ تمام اعداد حقیقی )الف

پس.نشان می دھیم[a,b]بانماد 

   
رانشان  [a,b]بخشی از خط حقیقی کھ پررنگ کشیده شده است ١-١درشکل  

.می دھد

bxa 

   bxaRxb,a 

a b

١-١شکل
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می نامیم وبانمادbوaبازه باز ، a<x<bرا کھxمجموعھ تمام اعدادحقیقی )ب   

(a,b)بنابراین.یا         نشان می دھیم

.است(a,b)قسمت پررنگ خط حقیقی ،نشان دھنده ٢-١درشکل 

 b,a

   bxaRxb,a 

a b٢-١شکل

  توجھ كنید کھ خود اعدادaوb بھ بازه(a,b) تعلق ندارند،وبھ ھمین علت درشکل

.بادایره ھای توخالی نشان داده شده اند٢-١
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ھریک ازمجموعھ ھای )پ

.نشان می دھیم[a,b)و(a,b]می نامیم وبھ ترتیب بانمادھای bوaنیمباز رایک بازه 

.نگاه کنید ۴-١و ٣-١بھ شکل ھای 

 bxaRx   bxaRx 

b

ba

a ۴-١شکل

٣-١شکل
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ھنگام استفاده از علامت ھای     باید مواظب باشیم کھ این نمادھا رابا اعداد)ت

بنابراین بازه ھای زیر.زیرا آنھا خواص اعدادحقیقی را ندارند.حقیقی اشتباه نکنیم
:را داریم

 axRx),a( 

 bxRx)b,( 

 bxRx]b,( 

 axRx),a[ 

R),( 

توجھ کنیدکھ .بازه          رانمایش می دھد ۶-١بازه         وشکل۵-١شکل 

.بازه مجموعھ تمام اعدادحقیقی را نمایش می دھد
b a

۶-١شکل۵-١شکل

 نقاطراbوa، اعدادحقیـقی  [a,b) ،(a,b]،[a,b]،  (a,b)در ھریک از بازه ھای

.می نامیم انتھایی بازه

),a( ]b,(
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:مثال٣٢-١-١

راتعیین کنیدوآن راروی محور اعداد   3x<5x+6+2مجموعھ جواب نا معادلھ  

.حقیقی نمایش بدھید
:حل
عددی باشدکھ در نامساوی صدق می کند،بایدداشتھ باشیمxاگر 

x>-22-یاx<4    

چون تمام مرحلھ ھای بالا برگشت پذیر ھستند، نتیجھ می گیریم کھ

                        2+3x<5x+6 
٧-١بنابراین مجموعھ جواب نا معادلھ مفروض ،بازه           است کھ در شکل

.نشان داده شده است

-٧٢-١شکل

),2( 

 2x
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:مقدمھ١-٢-١
باچھار عمل اصلی.تشابھی میان نظریھ مجموعھ ھاونظریھ اعداد حقیقی وجوددارد

اعمال جبری .جمع،تفریق ،ضرب ،تقسیم روی مجموعھ اعداد حقیقی آشـنا ھشتیم

دراین بخش بھ معرفی و.مشابھی را می توان برای مجموعھ ھا نیز تعریف کرد

.بررسی این اعمال می پردازیم 
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:مثال٣-٢-١
BوAاجتماع دو مجموعھ .فرض می کنیم            و                  )الف  

عبارتست ا ز٢-٢-١بنابر تعریف

مجموعھ تمام افرادی باشد کھ روزنامھ کیھان را می خوانندAفرض می کنیم )ب
عبارت.         مجموعھ تمام افرادی باشدکھ روزنامھ اطلاعات را می خوانندBو

است از مجموعھ تمام افرادی کھ حداقل یکی از روزنامھ ھای کیھان یا اطلاعات
.را می خوانند

 b,aA  e,d,c,aB 

 e,d,c,b,aBA 

BA

:تعریف٢-٢-١
دو مجموعھ باشند،مجموعھ تمام عضوھایی را کھ حداقل بھ BوAفرض می کنیم 

می نامیم وبانمادBوAیکی ازاین دو مجموعھ تعلق داشتھ باشند،اجتماع 

بھ بیان دیگر .نشان می دھیم

BA

 Bx  AxxBA  یا
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:تعریف۴-٢-١
دو مجموعھ باشند،مجموعھ تمام عضوھایی را کھ  بھ ھردوBوAفرض می کنیم 

 
می نامیم وبانمادBوAمجموعھ تعلق داشتھ باشند،اشتراك 

بھ بیان دیگر .نشان می دھیم

BA

 B x,AxxBA 

:مثال٣-٢-١
Aاشتراك دو مجموعھ .فرض می کنیم                و                  )الف   

عبارتست ا ز۴-٢-١بنابر تعریفBو

 7,3,2,1A  7,4,2,0B 

 7,2BA 

عبارتست از مجموعھ تمام افرادی کھ)ب(٣-٢-١مجموعھ        درمثال )ب     

.ھردوروزنامھ کیھان واطلاعات را می خوانند 

BA
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این قوانین غالبا.عمل ھای اجتماع واشتراک از قوانین خاصی پیروی می کنند”

.بدیھی اندوما ،بھ منظور سھولت کاربرد، آنھا رادر قالب سھ قضیھ زیر می آوریم

:قضیھ٧-٢-١
داریمUومجموعھ جھانی CوBوAبرای ھر سھ مجموعھ دلخواه 

AA 

AAA 

BAAB  

    CBACBA  

BAB  BAA 

UUA 

)١

)٢

)٣

)۴
)۵

)۶
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:قضیھ٨-٢-١
داریمUومجموعھ جھانی CوA،Bبرای ھرسھ مجموعھ دلخواه 

A

AAA 

BAAB  

    CBACBA  

BBA  ABA 

AUA 

)١

)٢

)٣

)۴

)۵

)۶
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:نکتھ٩-٢-١
،می توانیم پرانتزھا را ٨-٢-١و٧-٢-١درقضیھ ھای  ۴بااستفاده از قسمت

حذف کنیم واجتماع واشتراک سھ مجموعھ را بھ صورت ھای

قضیھ ھای مذکورنتیجھ می شودکھ۵ازقسمت.بنویسیم

CBA  CBA 

BABA  

:قضیھ ١٠-٢-١
،داریم CوBوAدلخواه   برای ھرسھ مجموعھ

)١

)٢      CABACBA  

     CABACBA  
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:نمودارون١٢-٢-١
معمولابرای روشن تر شدن روابط بین مجموعھ ھااز نمودار ون استفاده می کنیم، 

درھریک از این نمودارھاناحیھ سایھ. آمده است ٨-١کھ مثال ھایی ازآن در شکل 

.خورده نشان دھنده مجموعھ ای است کھ درزیر نمودارنوشتھ شده است

BA

BA 

BA

BA 

BA

BA 

A B
B

B

BA  BA  BA 

A
A
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:تعریف١٣-٢-١

می نامیم درصــورتی کھ عضو مشترکی نداشتھ  از ھم جدارا BوAدومجموعھ 

.را ازھم جدا می خوانیمBوAبھ بیان دیگر،ھرگاه             آنگاه مجموعھ .باشند BA

:مثال١۴-٢-١
 
مجمـوعھ اعـداد صحیح فرد و مجموعھ اعدادصحیح زوج،دومجموعھ ازھم )الف 

.جداھستند
   
   

BA
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:تعریف١۵-٢-١
،آن را بانماد Aازمجموعھ Bمجموعھ تفاضل .رادرنظر می گیریمBوAدومجموعھ 

A-B نشان می دھیم،عبارتست از تمام عضو ھایی ازAکھ عضـوBبھ . نیــستند

ان دیگر ِ بب

رابرای مجموعھ ھای A-Bیعنی AازBناحیھ سایھ خورده ،تفاضــل ٩-١درشکل 

.نشان می دھدBوAدلبخواه 

 Bx,AxxBA 
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:تعریف١٨-٢-١
می نامیمAمجموعھ  امکملرU-A،مجموعھ Uبامجموعھ جھانیAبرای ھرمجموعھ 

پس.وبا نماد       نشان می دھیم

.استAنشان دھنده مکمل مجموعھ  ١٠-١ناحیھ سایھ خورده در شکل 

١٠-١شکل

A

 Ax,UxxA 

U

A
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:مثال١٩-٢-١
B،و )یااصم(مجموعھ  تمام اعدادگنگ  Aمجموعھ اعداد حقیقی Uفرض می کنیم 

داریم ١٨-٢-١بنابر تعریف .مجموعھ تمام اعدادگویا باشد

بھ ھمین ترتیب.بنابراین     برابر مجموعھ  اعداد گویاست

:قضیھ ٢١-٢-١
باشند،آنگاهUزیرمجموعھ از مجموعھ جھانی   BوAاگر 

)پ)                                     الف 

        
)ت)                                     ب       

      

A
  BAx,RxxAUA 

  ABx,RxxBUB 

  AA 

U

U

BA,AB  وبرعکسآنگاه
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:قضیھ قوانین دمورگان ٢٢-٢-١
باشند،آنگاه Uزیرمجموعھ ھایی از مجموعھ جھانی  BوAاگر 

)الف   
   

)ب    

قضیھ تعمیم قوانین دمورگان ٢۴-٢-١

Uاگر مجموعھ ھای                             زیرمجموعھ ای از مجموعھ جھانی
باشند، آنگاه 

)الف     

)ب    

  n21n21 A...AAA...AA  

  n21n21 A...AAA...AA  

  BABA  

  BABA  

12n A,A,...,A
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:تعریف٢٨-٢-١
مجموعھ تمام عضو ھایی راکھ تنھابھ. دو مجموعھ باشند  BوAفرض می کنیم 

A
می نامیم وبانماد BوAتفاضل متقارن تعلق دارند، Bیا تنھا بھ  

م بھ بیان دیگر. نشان می دھِ

تساوی بالا، دلیل انتخاب نام تفاضل متقارن برای         رانشان می دھد،زیرا
 

.استB-Aو A-Bبرابربا اجتماع دو تفاضل  BوAتفاضل متقارن 

ناحیھ سایھ خورده  ١٢-١درشکل 

.نشان داده شده است          BA

BA

)AB()BA(BA  

BA
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پیش ازاینکھ بھ تعریف حاصل ضرب دکارتی دو مجموعھ بپردازیم،مفھوم
 

.زوج ھای مرتب را یادآوری می کنیم

:تعریف١-٣-١
راكھ درآن ترتیب عناصرمطرح است،یک دوتایی مرتب یا زوج ) a,b( دوتایی

رامولفھbرامولفھ اول وa,b ( ،a(در زوج مرتب .مرتب یا جفت مرتب می نامیم
.دوم می گوییم

:تعریف٢-٣-١
می گوییم،اگروتنھا اگر داشتھ باشیم رامساوی یا برابر(c,d)و) a,b(دو زوج مرتب 

a=c    ,b=d
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:تعریف ۵-٣-١

ضرب دکــارتی حاصل.دو مجموعھ ناتھی دلبخواه باشند BوAفرض می کنیم 

AوB کھ با نماد        نشان داده می شود، عبارتست از مجموعھ تمام زوج ھای

یعنی. کھ درآن         و            )  a,b(مرتبی بھ صورت 

توجھ کنید کھ ھرعضو مجموعھ            یک زوج مرتب است .

BA

Bb Aa

  Bb,Aab,aBA 

BA
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:مثال۶-٣-١
حاصل ضرب دکارتی ۵-٣-١بنابر.(B={g, hوA={1, 2, 3}فرض می کنیم 

عبارتست از        

حاصل ضرب دکارتی         برابراست با

بھ طوری کھ مشاھده می کنیم ، حاصل ضرب ھای دکارتی         و        

.برابرنیستند”لزوما

BA

 )h,3(),g,3(),h,2(),g,2(),h,1(),g,1(BA 

AB

 )3,h(),2,h(),1,h(),3,g(),2,g(),1,g(AB 

BAAB
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:تعریف١-۴-١

ده مجموعھ ای کھ تعداد اعضای آن متناھی باشد، مجموعھ متناھی یابا پایان نامی

.مجموعھ ای کھ متناھـی نباشد،نامتناھی یا بی پایان نامیده می شود. می شود

:قـــرارداد٢-۴-١

.نشان می دھیم n(A)رابا نماد  Aتعدادعضو ھای مجموعھ متناھی 

مجموعھ تھی یک مجموعھ متناھی محسوب می شود.
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:مثال٣-۴-١
 
.عضو است۵متناھی است زیرادارای {9,11 ,7 ,3 ,1}مجموعھ  )الف 
 
.مجموعھ                                   متناھي است  )ب  

.مجموعھ                                   نامتناھی است )پ  

ھریک از مجموعھ ھای اعداد طبیعی، صحیح،گویا،گنگ،وحقیقی  )ت   

.نامتناھی است  

.،مجموعھ ای نامتناھی استa<bکھ ) a,b(بازه ) ث   
   

 01xRx 2 

   1x0x1,0 
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:قضیھ ۴-۵-١
سھ مجموعھ  دلخواه باشند،ھمواره داریمCو BوAفرض می کنیم 

)الف    

)ب     

   

)پ    

       BAnBnAnBAn  

         

     CBAnCBnCAn

BAnCnBnAnCBAn









     ABnBAnBAn 

www.pnu-club.com



:مثال۴-۶-١

عضو است ٣۵دارای  Bعضو ومجموعھ   ۴٠دارای  Aفرض کنید مجموعھ 

BAمجموعھ          چند عضو دارد؟. مشترک ھستند BوAعضو آنھا در  ١٠کھ 

:حل
داریم) الف(۵-۴-١چون                   ،بنابر 

       BAnBnAnBAn  

  10BAn 

65103545 
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:تعریف١٠-۴-١

مجموعھ ھای ناتھی      . رادرنظر می گیریم Aمجموعھ ناتھی 

:می نامیم،درصورتی کھ Aمجموعھ افراز رایک 

مجموعھ ھای                             دو بھ دو ازھم جداباشند،بھ  )الف    

کھ          ،داشتھ باشیم jوiبیان دیگر بھ ازای ھر 

باشد ، یعنی Aاجتماع مجموعھ ھای                       مساوی )ب     

12n A,A,...,A

12n A,A,...,A

ji 

ji AA 

12n A,A,...,A

n21 A...AA 
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بھ شش مجموعھ  Aافراز مجموعھ  ١۵-١درشکل 

.نشان داده شده است

123,456 A,A,AA,A,A

١۵-١شکل

1A

5A

6A

4A

2A
3A
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دستگاھھای مختصات
:ھدف کلی

ھدف کلی  فصل این است کھ بادستگاھھای مختصات دکارتی وقطبی آشنا شوید،

.ومعادلات خطوط رابشناسید ونمودار آنھارارسم کنید

فصل دوم
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:ھدف ھای رفتاری

:ازشما انتظار می رود کھ پس از پایان مطالعھ این فصل بتوانید

.مختصات دکارتی ھر نقطھ رادر صفحھ مختصات تعیین کنید.١

.نیدباداشتن مختصات دکارتی یک نقطھ ،موضع نقطھ را در صفحھ معین ک.٢

.فاصلھ دو نقطھ رادر صفحھ مختصات محاسبھ کنید.٣

مختصات وسط یک پاره خط را با داشتن مختصات ابتدا وانتھای پاره خط .۴

مختصات محل تلاقی سھ میانھ مثلث رابا دانستن مختصات دکارتی  .۵

.راس ھایمثلث محاسبھ کنید

.پیدا کنید
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.نمودار خط ھایی را کھ معادلھآنھا داده شده است،رسم کنید.٩

.عــرض ازمبدا وطــول ازمبدا خــط ھاراتعیین کنید.٠١

.فاصــلھ یک نقطـــھ رااز یک خـــط محاسبھ کنید.١١

مختصات نقطــھ رادر دستگاھی کھ محور ھای آن بھ موازات خود انتقال .۶
.یافتھ اند،تعیین کنید

.مــعادلھ خـط را با استفاده از داده ھای مسئلھ بنویسید.٧

شیب خط راتعریف کنید،رابطھ بین شیب ھای خطوط موازی ،متعامد،ومتقاطع.٨

.را بلد باشید درحل مسائل بھ کارببرید
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.فاصلھ دو خط موازی راتعیین کنید .١٢

.مختصات نقطھ تلاقی دو خط رابیابید .١٣

ک نقطھ دستگاه مختصات قطبی را تعریف کنیدونحوه تعیین مختصات قطبی ی .١۴
.رابیان کنید

رابطــھ بین مختصات دکارتی و مختصات قطبی یک نقطھ رابدانید ودر حل .١۵
.مسائل بھ کاربرید

دراین فصل ابتدا بھ معرفی دستگاه مختصات دکارتی و دستگاه مختصات قطبی 
.می پردازیم وسپس رابطھ بین این دو دستگاه رابررسی می کنیم

مقدمھ
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:تعریف١-١-٢

درروی این خط، نقطھ .در صفحھ ھندسی ،یک خط مستقیم افقی رسم می کنیم

اکنون.رابھ عنوان مبدا وطولی رابھ عنوان واحد طول اختیار می کنیم Oدلخواه 

:این خط رابر حسب این واحد طول بھ ترتیب اسلاید بعدی مدرج می کنیم
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.،یعنی مبدا رابھ عنوان نمایش عددصفر اختیار می کنیم Oنقطھ  )الف     
     

برابرواحد طول درسمت راست مبدا    a، نقطھ ای رابھ فاصلھ a>0اگر   )ب      
.اختیار می کنیم aبھ عنوان نمایش 

     
برابرواحدطول درسمت چپ مبدا بھb–،نقطھ ای رابھ فاصلھ b<0اگر  )پ      

.اختیارمی کنیمbعنوان نمایش 

 Oبھ این ترتیب ،نقاطی ازخط افقی کھ نمایش اعداد مثبت ھستند درسمت راست نقطھ 

بنابراین،خط.ونقاطی کھ نمایش اعداد منفی ھستند،درسمت چـــپ مبدا قراردارند

این خط جھت دار.جھت داری بھ دست می کنیم آوریم کھ نمایش اعداد حقیقی است

. نگاه کنید ١-٢بھ شکل .ھا می کنیم نامیمxرامحور طول ھا یا محور 

b<0 0 a>0
b a

١-٢شكل 
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:مختصات نقطھ در صفحھ ٢-١-٢

.باشد xoyنقطھ دلخواھی در صفحھ ھندسھ  Pفرض می کنیم  

ھاyھا وعمود بر محور xرابھ ترتیب عمودبرمحور   PBوPA،خطوط ٣-٢درشکل 

oBواندازه جبری  Pھا را طول نقطھ xروی محورoAاندازه جبری .رسم می کنیم 

.  می نامیمPھا را عرض نقطھ yروی محور 

x

y

B P

O a
A

b
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،کھ (a,b)درنتیجھ یک تناظر یک بھ یک بین نقاط صفحھ وزوج ھایی مانند

رابا  xoyبنابراین می توان صفحھ .اعدادحقیقی اند وجوددارد bوaدر آن 

،یک دستگاه مختصات ۴-٢درشکل .مجموعھ                 یکی گرفت

. دکارتی وچند نقطھ درآن نشان داده شده است

RRR2 

O

(2, 3)(-2, 3)

(2, -3)(-2,-3)

(o,-2)

(-2,1) (2, 0)

www.pnu-club.com



:مثال۴-١-٢
C(1, -3)وA(2, 2)،B(-1, 1)مثلثی رسم كنیدکھ مختصات راس ھای آن 

.باشد

B

A

C

O
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:فاصلھ دو نقطھ ۵-١-٢
نقطھ بھ مختصات  Bنقطھ بھ مختصات            و  Aفرض می کنیم 

تعریف می کنیم وبا  ABرامساوی طول پاره خطBوAفاصلھ دو نقطھ  .باشد

از Bو  Aمی توان ثابت کرد کھ فاصلھ میان . نشان می دھیمd(A,B)نماد 

.رابطھ زیربھ دست می آید

   2AB
2

AB yyxx)B,A(d 

 AA y,x BB y,x
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:مختصات وسط پاره خط ٧-١-٢

را بھ ترتیب با مختصات           و          ،در صفحھ Bو  Aدو نقطھ 
 

باشد، آنگاه مختصات نقطھ  ABنقطھ وسط پاره خط  Cاگر.در نظر می گیریم 

Cبرابراست با

 BAC xx
2
1x 

 BAC yy
2
1y 

 AA y,x BB y,x
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:مثال٨-١-٢
.راتعیین کنید ۴-١-٢در مثال BCمختصات نقطھ وسط پاره خط 

:حل
داریم٧-١-٢باشد،بنابرBC، نقطھ وسط پاره خط Dفرض می کنیم 

  011
2
1xD 

  113
2
1yD 

.است D،(0, -1)بنابراین مختصات نقطھ 
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:انتقال محورھای مختصات  ١٢-١-٢








bYy
aXx

x

y Y

o

o´
X

A

Y
X

b

a
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:مقدمھ١-٢-٢
اگر.،درنظر می گیریم)خط غیر قائم(ھا نیستyراکھ،موازی محور Lخط راست 

AوB  دو نقطھ متمایز دلخواه روی خطLباشند،آنگاه شیب یاضریب زاویھ خط

.نشان می دھیم وبھ صورت زیر تعریف می کنیمmرابا حرف 

AB

AB

xx
yym




 B

A

L

O

x

y

٨-٢شکل 

AB yy 

AB xx 
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دقت کنید کھ شیب خط بستگی بھ نقاطی کھ برای محاسبھ آن انتخاب می کنیم

)چرا؟.(ندارد،وبرای تمام نقاط روی ھر خط مقداری ثابت است

:مثال ٣-٢-٢
می گذرد برابراست باB(4, 1)و A(2,-3)شیب خطی کھ ازدو نقطھ  

2
2
4

24
)3(1m 






:نكتھ۴-٢-٢

با جھت مثبت محور  تانژانت زاویھ ای کھ این خطرا می توان بھ Lشیب خط 
X

بھ بیان دیگر.ھامی سازد نیزتعبیر کرد

 tanm
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y

x
O

A

B
L

 دراین جا               ،زاویھ ای است کھ خطL باجھت مثبت محورx ھا

. می سازد

1800 
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.توجھ کنید١٠-٢بھ شکل ھای 

mوجودندارد

y

x O

y

x

O

y

x

O

y

xO

m=0

m<0m>0

١٠-٢شکل ھای 
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:قضیھ ۶-٢-٢

ABبرروی یک خط واقع اند اگروتنھا اگر شیب ھای خطوط Cو BوAسھ نقطھ 

مساوی باشند،بھ عبارت دیگر داشتھ باشیمBCو
BCAB mm 

:مثال ٧-٢-٢
،بررویC(a,-2a) , B(0, 2), A(1,-1)را چنان تعیین کنید کھ سھ نقطھ aعدد 

.یک خط راست واقع باشند 

:حل
بایدداشتھ باشیم۶-٢-٢بنابرقضیھ 

2a2a3
0a

2a2
10

)1(2mm BCAB 








.a=2درنتیجھ 
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):شرط توازی وتعامد دوخط( قضیھ ٩-٢-٢

.فرض می کنیم     و     بھ ترتیب شیب ھای خط ھای     و     باشند

.دوخط     و     متوازی اند اگروتنھا اگر                )الف   
 
.دوخط      و     برھم عمودند اگر وتنھا اگر                    )ب    1mm 21 

21 mm 

1m2m1L2L

1L

1L2L

2L

:مثال١٠-٢-٢
، راس ھایD(-1,-2), C(-9,2) , B(-7,6) ,A(1,2)نشان بدھید کھ چھار نقطھ 

. یک مستطیل اند

:حل
می دانیم مستطیل یک چھار ضلعی است کھ درآن اضلاع دو بھ دو برھم عمودند

دراسلاید بعدی توجھ ١١-٢واضلاع روبھ رو با ھم مساوی ومتوازی اند،بھ شکل
.کنید
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2
11
22m AD 






2
1

71
62m AB 






2
79

62m BC 





2
1

91
22m CD 






C

B

A

D
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 ازآن جا کھ                       و                  ،خطوطABوAD و ھمچنین

.دوبھ دو برھم عمود ندCDوBCخطوط 

 ازطرفی چون              و               ،دوخطADوBCباھم ودوخطAB

.باھم متوازی اندCDو

1m.m ABAD 1m.m BCCD 

BCAD mm ABCD mm 

.،مستطیل استABCDاز مطالب بالا نتیجھ می شود کھ چھار ضلعی 

:زاویھ بین دو خط  ١٢-٢-٢

زاویھ. فرض می کنیم     و      بھ ترتیب شیب ھای دو خط     و     باشند
 

.بین دو خط ،      ،ازرابطھ زیربھ دست می آید 

1m2m

21

21

mm1
mmtan






1L2L
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:معادلھ خط راست ١۵-٢-٢

اگر. باشندLفرض می کنیم             و              دو نقطھ متمایزروی خط 

P(x,y)  نقطھ دلخواھی از خطL باشدآنگاه برحسب اینکھ خطL،قائم باشد یا نھ

:عبارت است ازLمعادلھ خط 
برابراست با Lقائم نباشد،یعنی         ،آنگاه معادلھ خط Lاگر خط )حالت اول

عبارت Lقائم باشد،یعنی         ،آ نگاه معادلھ خط قائم Lاگر خط )حالت دوم
است از

 11 y,xA 22 y,xB

 1
12

12
1 xx

xx
yyyy 






21 xx 

21 xx 

یا
 11 xxmyy 

1xx
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:مثال١۶-٢-٢
.می گذرد(2 ,5-)و(4 ,3)معادلھ خطی رابنویسید کھ ازدو نقطھ 

:حل
شیب خط برابراست با

عبارت است از)الف( ١۵-٢-٢معادلھ خط بنابر 
4
1

53
24m 






 3x
4
14y 

4
13x

4
1y 

013y4x 
:نکتھ ١٨-٢-٢

،کھ درآن اعدادحقیقی Ax+By+C=0بھ طور کلی ھر معادلھ ای بھ صورت 

AوB این معادلھ راکھ. ھردو باھم صفر نباشند، نمایشگر یک خط راست است
 

.می نامیم خطی، yو xاست،برحسب yو xشامل توان ھای اول
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بنابراین ھر خط راست در صفحھ بھ وسیلھ یک معادلھ خطی مشخص می شودو

.معادلھ خطی معرف یک خط راست است

:طول و عرض از مبدا خط١٩-٢-٢

ھردو باھم صفر Bو  A،راکھ درآن اعدادحقیقی Ax+By+c=0معادلھ خطی  

:نیستند،می توانیم بھ صورت زیربنویسیم
                                                y=ax+b

.را عرض از مبدا خط و       را طول ازمبدا خط می نامیمbكھ درآن 

از معادلھ  y=0و x=0و       بھ ترتیب بھ ازای bتوجھ كنید کھ اعدادحقیقی 

y=ax+bنگاه کنید ١٢-٢بھ شکل .، بھ دست می آیند.

a
b

a
b
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y=ax+b(0,b)

o

y

x

ھا تلاقی می کندyخط مورد نظر با محور «،نقطھ ای است کھ درآ(b,0)درحقیقت 

.ھا را قطع می کندxو                نیز نقطھ است کھ درآن خط مورد نظر محور 

،b،شیب ،وaچون این معادلھ برحسب .است a،شیب خط برابر y =ax+bدر معادلھ 

معادلھ شیب و عـــرض از مبدا خط عرض از مبدا خط ،نوشتھ شده است،آن را 
.می نامیم







  0,

a
b







  0,

a
b
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:مثال٢٣-٢-٢
.نمودار خطی با معادلھ                    را رسم کنید

:حل
چون معادلھ خط بھ صورت شیب و عرض از مبدا  داده شده است،لذا تعیـین نقاط

 
تلاقي خط با محور ھای مختصات ،یعنی عرض از مبدا از مبدا وطول از مبدا خط،

: داریم. ساده است

2x
3
2y 

3x0y
2y0x



روی این خط  قراردارند،خطی کھ این دو نقطھ را بھ  (3,0)و(0,2)چون دو نقطھ 

نشان داده شده  ١٣-٢این نمودار درشکل .ھم وصل کند،نمودارخط داده شده است
.است
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(0,2)

(3,0)
o

y

x

:فاصلھ یک نقطھ از یک خط ٢۶-٢-٢

:برابراست باAx+By+c=0با معادلھ Lاز خط P(a,b)فاصلھ نقطھ 

22 BA

CBbAa
d
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:فاصلھ دو خط موازی ٢٧-٢-٢

برابرAx+By+D=0و  Ax+By+C=0فاصلھ دو خط موازی با معادلھ ھای 
:است با

22 BA

DC
h






:مختصات نقطھ تلاقی دو خط ٣١-٢-٢

بنابراین اگر معادلھ ھای.نقطھ تلاقی دو خط، نقطھ ای است کھ برھر دو خط واقع است

و                          باشند، مختصات نقطھ  Ax+By+C=0دو خط بھ صورت 

:تلاقی این دو خط ،از حل دستگاه دو معادلھ دو مجھولی بھ دست می آید

0CyBxA 








0CyBxA
0CByAx
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:مثال٣٢-٢-٢
را بھ دستx-2y-3=0و 3x-4y+6=0مختصات نقطھ تلاقی دوخط با معادلھ ھای 

.آورید

:حل
.باید دستگاه دو معادلھ دو مجھولی زیررا حل کنیم ٣١-٢-٢بنابر 

ضرب ونتیجھ را با معادلھ اول )-٣(برای این کار، معادلھ دوم دستگاه بالا رادر 

دستگاه جمع می کنیم،یعنی







03y2x

06y4x3

015y20

09y6x3
06y4x3
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با قرار دادن          در معادلھ دوم دستگاه بھ دست می آوریم. در نتیجھ،           2
15y 

2
15y 

12x03
2
152x 






 

بنا براین                 نقطھ تلاقی دو خط است





 

2
15,12







 

2
15,12

3x-4y+6=0

x-2y-3=0
(0, 3)(-2,0)
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:مقدمھ ١-٣-٢

دیدیم کھ مکان یک نقطــھ از صفحھ را می توانیم با طول وعرض١-٢در بخش 
 

روش دیگری برای تعیین محل .آن نقطھ در دستگاه مختصات دکارتی مشخص کنیم

.یک نقطھ در صفحھ وجوددارد کھ بھ کمک دستگاه مختصات قطبی انجام می شود

دراین بخش ،دستگاه مختصات قطبــی را معرفــی می کنیم و سپس بھ بررسی 

.مختصات قطبــی یک نقطھ ورابطھ آن با مختصات دکارتی آن نقطھ می پردازیم
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:تعریف ٣-٣-٢
اگر    زاویھ.،قطب،منطبق نیستoنقطھ ای ثابت باشد کھ بر   Pفرض می کنیم 

.را شعاع نھایی زاویھ   می نامیمoPرا شعاع نخستین و oAباشد،AoPجھت دار 

)پادساعتگرد(جھت مثبت دراندازه گیری زاویھ    ،برخلاف عقربھ ھای ساعت 

،باشد، زوج مرتب      راPاز  oفاصلھ جھت دار  rاگر .در نظر گرفتھ می شود

١۶-٢بھ شکل ٠در صفحھ می نامیم،ومی نویسیم           Pمختصات قطبی نقطھ 
.نگاه کنید







),r( 

),r(P 

o A

),r(P 



شعاع نخستین
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بین درجھ ورادیان،.زاویھ     برحسب درجھ یا رادیان اندازه گیریمی شود” معمولا

.رابطھ زیر برقراراست

.نیز می نا مندPنقطھ  شعاع حاملرا oPشعاع نھایی 



180


درجھ ١ رادیان

:مثال۴-٣-٢
oبھ مختصات قطبی             ،ابتدا نیم خطی از Pبراي تعیین مکان نقطھ 

نقطھ ای کھ روی شعاع . برابر       باشدAoPرسم می کنیم بھ طوریکھ زاویھ 

.استPقراردارد ھمان نقطھ oاز  ٣نھایی این زاویھ و در فاصلھ 

4
3







 

4
3,3
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4
3







 

4
3,3P
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:نکتھ ۵-٣-٢

در دستگاه مختصات قطبی ،نقاط         ،               و              وبھ طور

.،نقطھ                            برھم منطبق ھستندkکلی بھ ازلی ھر عدد صحِح 







 

4
3,3






 


4

3,3





 


4

32,3







 


4

3k,)1(3 k

P

A







 


4

32







 


4

3
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:نکتھ ۶-٣-٢
بھ جای Pدراین صورت نقطھ .می تواند منفی نیز باشدrدر مختصات قطبی ،عدد 

اینکھ درروی شعاع نھایی زاویھ    باشد،درامتداد این شعاع ودرجھت مخالــف 

. واقع است oبھ فاصلھ از 



3


)
3

,4(P 


)
3

,4(Q 
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:رابطھ میان دستگاه مختصات دکارتی و قطبی ١١-٣-٢

،مبدا دستگاه مختصات دکارتیoھا منطبق بر محور قطبی و xفرض می کنیم محور

.ھا را منطبق بر شعاع             اخـتیار می کنیمyمحور .روی قطب واقع باشد

،زوج مرتبoوقطب oxنسبت بھ محور   Pفرض می کنیم مختصات قطبی نقطھ 

،xoyو مختصات دکارتی این نقطھ نسبت بھ دستگاه مختصات دکارتـی            

دو حالت rو    بستھ بھ علامت r, y, xدر تعیین رابطھ بین .باشد(z,y)زوج مرتب 

:تشخیص می دھیم

2




 ,r
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بھ طوری کھ درشکل ھای.رویشعاع نھایی زاویھ   واقع لستP،نقطھ r>0اگر )١

:داریمoPQزیر دیده می شود،در مثلث قائم ازاویھ 








sinry
cosrx



y

x

r

x Q

y

 ,rP

x

y

r

xQ

y

 ,rP
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 222222 sinrcosryx
پس

2222 r)sin(cosr 
بنابراین

22 yxr 

.روی ادامھ شعاع نھایی زاویھ    واقع استP، نقطھ  r<0اگر  )٢

.شکل اسلا ید بعدی راببینید
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Q

(x,y)

x

-r

-x

-y

r

x

y

o

 ,rP

 y,xP 

Q
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:در مثلث قائم الزاویھ          داریم

r
y

r
ysin

r
x

r
xcos













:داریم) ٢(و)١(با توجھ بھ حالت ھاي 








sinry
cosrx

22 yxr 

.کھ از آن نتیجھ می شود

QPo 
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:مثال١٢-٣-٢

P،زوج مرتب          باشد،مختصات دکارتی Pفرض کنید مختصات قطبی نقطھ 
.راتعیین کنید

:حل
عبارت است ازPمختصات دکارتی  ١١-٣-٢بنابر

)
6

,3( 


2
3

6
sin3sinry

2
33

6
cos3cosrx












.،زوج مرتب                استPبنابراین مختصات دكارتي  )
2
3,

2
33( 
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)
6

,3(P 


2
33

2
3



6


x

y
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:مثال ١٣-٣-٢
وr>0بافرض .،زوج مرتب            باشدPفرض کنید مختصات دکارتی نقطھ 

.راتعیین کنیدP،مختصات قطبی نقطھ               

:حل
داریم ١١-٣-٢بنابر روابط بین دستگاه ھای مختصات دکارتی و قطبی در 

برای تعیین   ازمعادلھ ھای.r=2نتیجھ باشدکھ r>0از 

بھ دست می آوریم 

)3,1(

 20









sinr3

cosr1









sin23

cos21

231r, 
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.،زوج مرتب          استPبنابراین مختصات قطبی نقطھ 

3
2
3sin

2
1cos

















)
3

,2( 

:تعریف ١۶-٣-٢

معادلھ ای بھ .فرض کنیم         مختصات قطبی یک نقطھ در صفحھ باشد

.می نامیم معادلھ قطبیصورت            را 

),r( 

)(fr 

www.pnu-club.com



:مثال١٨-٣-٢

می خواھیم معادلھ دکارتی. معادلھ قطبی                       رادر نظر می گیریم
 

.آن را تعیین کنید

 2sincosr 22

:حل

0rباشرط        قرارمی دھیم 222 yxr 

r
ysin 

r
xcos, 
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.در نتیجھ بدست می آوریم

 222 sincosr

 2cossincos2

22

2

222

yx
xxy2

)
r
x()

r
x)(

r
y(2yx








2222 xxy2)yx( 

پس
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فصل سوم

رابطھ وتابع ھدف کلی

وابع ھدف کلی فصل این است کھ با مفاھیم رابطھ و تابع، انواع توابع ، ت
.خاص ، اعمال جبری روی توابع، و وارون تابع آشنا شوید

ھدفھای رفتاری

:از شما انتظار می رود کھ پس از پایان  مطالعھ این فصل بتوانید

.مفھوم رابطھ را توضیح دھید )١

.تابع را تعریف کنید وتفاوت آن را با رابطھ توضیح دھید )٢

.دامنھ تابعی را کھ ضابطھ تعریف آن داده شده است ، تعیین کنید )٣
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.نمودار توابع را با روش نقطھ یابی رسم کنید)۴ 

.داعمال جبری روی توابع را تعریف کنید و در حل مسائل بکار ببری )۵

انواع توابع جبری معرفی شده در کتاب را  بشناسید ، ویژگیھای  )۶

.ھر یک را بشناسید و این ویژگیھا را در حل مسائل بھ کار ببرید

انواع توابع غیر جبری معرفی شده در کتاب را  بشناسید ،  )٧

.بریدویژگیھای ھر یک را بشناسید و این ویژگیھا را در حل مسائل بھ کار ب

.تعیین کنید کھ ھر تابع  معلوم زوج است یا فرد، یا ھیچکدام )٨

.تعیین کنید کھ تابع معلوم کراندار است یا بیکران) ٩
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:مقدمھ
در علوم گوناگون ، مجموعھ ھایی کھ عضوھای آنھا زوج مرتب اند اھمیت 

در این فصل بھ معرفی و مطالعھ این گونھ مجموعھ ھا می . خاصی دارند
.پردازیم

.تعیین کنید تابع پوشاست یا نھ )١٠

.تعیین کنید تابع یک بھ یک است یا نھ )١١

لوم شرایط وارون پذیری تابع را توضیح دھید و وارون آن ھر تابع مع )١٢

.را ، در صورت وجود ، تعیین کنید

.نشان بدھید کھ توابع نمایی و لگاریتمی وارون ھمدیگرند )١٣

.وارون توابع مثلثاتی را توضیح بدھید)١۴
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:مقدمھ ١-١-٣
.  در بسیاری از توابع با مجموعھ ھایی از زوجھای مرتب  سروکار داریم 

صلھ برای مثال ، ھنگامی کھ متحرکی روی خط مستقیم حرکت می کند، فا

نشان داد  (s , t)آن از مبدا را در ھر لحظھ می توان بوسیلھ زوج مرتب 

.فاصلھ متحرک از مبدا است  sکھ در آن     ، و

:تعریف  ٢-١-٣
ھر مجموعھ ای از زوج مرتب را یک رابطھ دوتایی یا بطور خلاصھ یک 

.رابطھ می نامیم

0t 
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:تعریف  ۴-١-٣
یک رابطھ باشد و          ، در این صورت می نویسیم Rفرض می کنیم 

 xRy  و می خوانیم »x  رابطھR  دارد باy « بین «یاx وy  رابطھR 

»نظیر می کند(نسبت می دھد yرا بھ  R  ،xرابطھ « یا » برقرار است 

R)y,x( 

44

33

22

11

SS
5S2S)5,2(
4S2S)4,2(

2S1S)2,1(






یا
یا
یا

)ایران،تھران(ایران    تھران                    یا

:مثال  ۵-١-٣
:داریم  ۴-١-٣بنابر .را در نظر می گیریم  ٣-١-٣رابطھ ھای مثال 

www.pnu-club.com



:مثال  ٧-١-٣
.را در نظر می گیریم ٣-١-٣رابطھ ھای مثال 

.است } ٢و٣و٨{وھم دامنھ آن مجموعھ } ١و٢{دامنھ    مجموعھ 

.دامنھ وھم دامنھ     ، مجموعھ تمام اعداد حقیقی  است 

.دامنھ   مجموعھ تمام اعدد حقیقی وھم دامنھ آن مجموعھ                است

ایران، پاکستان، {و ھم دامنھ آن } تھران،کابل،اسلام آباد{دامنھ     مجموعھ 

.است } افغانستان

:تعریف  ۶-١-٣
یک  قلمرویا  دامنھمجموعھ تمام مختص ھای اول زوج مرتب یک رابطھ 

رابطھ دامنھ ھمرابطھ و مجموعھ تمام مختصھای دوم عضوھای رابطھ را 
می نامیم

1S

2S

4S

3S}1yy{ 
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:مقدمھ ١-٢-٣

ند در این بخش دستھ خاصی از رابطھ ھا را ، کھ تابع نامیده می شو

.و اھمیت ویژه ای دارند، معرفی می کنیم

:تعریف  ٢-٢-٣
باشد کھ  Cوھم دامنھ آن مجموعھ Aمجموعھ  fفرض می کنیم دامنھ رابطھ 

  Bبھ Aرا یک تابع از  fرابطھ . است          Bزیر مجموعھ ای از 

:می نامیم اگر دو شرط زیر برقرار باشد 

)BC( 
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برای ھر عضو       ، عضوی مانند         وجود داشتھ باشد بھ گونھ  )الف

 Bرا بھ عضوی از Aباید ھر عضـــو  fبھ بیان دیگر .ای کھ             

.نسبت دھد

را تنھا  Aھر عضــو  fیعنـی . y=zآنگاه     اگر           و )ب

.نسبت بدھد Bبھ یک عضواز 

ھر fرا یک تابــع می گوییم در صورتی کھ  fبھ طور خلاصھ رابطــھ 

.نسبت بدھد Bرا فقط و فقط بھ یک عضو از Aعضو 

By Ax

f)y,x( 

f)y,x( f)z,x( 
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:تعریف  ٣-٢-٣
:باشد، می نویسیم Bبھ  Aتابعی از  fاگر 

می نامیم وبا نماد    نشان می دھیم، و مجموعھ  fرا دامنھ تابع  Aمجموعھ 

B  را برد تابعf بنابراین . و با نماد    نشان می دھیم:

:تعریف  ۴-٢-٣
تنھا یک عضو از برد  fاز دامنھ  xچون بنابر تعریف تابع ، بھ ازای ھر 

  xدر  fرا مقدار yوجود دارد بھ گونھ ای کھ          ،   معمولا  yمانند 

 y=f(x)     :می نامیم وبجای           می نویسیم

x را متغیر وf(x)  تصویر راx  توسطf معادلھ . می نامیمy=f(x)  ضابطھ را
.می نامیم تعریف تابع

BA:f 

fD

BR,AD ff 

f)y,x( 

f)y,x( 

fR
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:مثال  ۶-٢-٣
.یک تابع است  g={(2,1),(1,3),(3,5),(4,7)}نشان بدھید کھ رابطھ

 {1,3,5,7}و ھم دامنھ آن  {2,1,3,4}، مجموعھ  gدامنھ رابطھ :حل
.است 

١
٢
٣
۴

٣
١
۵
٧

فقط و فقط بھ یک عضــو  gمشاھده می کنیم کھ ھر عضـو از دامنھ 

 gبنابراین . نسبت داده شده است  gتوسط رابطــھ  gاز ھم دامنــھ 

.یک تابع است 
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:نکتھ ٧-٢-٣
را با بررسی تمام زوج ھایمرتب  g، تابع بودن رابطھ  ۶-٢-٣در مثال  

با ضابطھ ای تعریف  fکھ رابطھ  ۵-٢-٣آن انجام دادیم، در حالی در مثال 

.از تعریف تابع استفاده کردیم fشده است ، برای تشخیص تابع بودن 

:مثال  ٨-٢-٣
.تحقیق کنید کدام یک از رابطھ ھای زیر تابع است 

)}4,2(),3,1{(R

)}4,2(),4,1(),3,1{(R

2

1





١
٢

٣
۴

٣
۴

١
٢

:حل
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:تعیین دامنھ تابع ١٠-٢-٣

. ھر تابع با ضابطھ تعریف و مجموعھ ھای دامنھ وبرد مشخص می شود

منھ معمولا روش کلی برای مشخص کردن یک تابع این است کھ نخست دا

قدار تابع بھ تابع را تعریف کنند ، بھ این ترتیب با ضابطھ تعریف تابع ، م

.ازای ھر عضو دامنھ مشخص می شود

اگر دامنھ تابعی مشخص نشده باشد ، آن را مجموعھ تمام اعدادی در نظر 

.می گیریم کھ بھ ازای آنھا ضابطھ تعریف تابع با معنی باشد
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مثلا برای تابع

ناصفر  چون تقسیم بر صفر مجاز نیست، دامنھ تابع مجموعھ تمام اعداد حقیقی
است، یعنی

x
1)x(f 

}0{RD f 

است  بھ ھمین ترتیب، دامنھ تابع            مجموعھ تمام عدد حقیقی نامنفی
، یعنی

:مفقط وقتی تعریف می شود کھ داشتھ باشی xزیرا ریشھ دوم عدد حقیقی 

x)x(g 

}0{RDg  

0x 
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:مثال  ١۴-٢-٣

   f(1), f(-x), f(x-1)فرض کنید                                   مقادیر 

.را تعیین کنید

:حل
:داریم 

}1{Rx,
1x

x2)x(f 




x
)1x(2

1)1x(
)1x(2)1x(f

1x
x2

1x
x2

1x
)x(2)x(f

1
11
)1(2)1(f
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:مثال  ١٧-٢-٣
.با ضابطھ            را رسم کنید fنمودار تابع  3x)x(f 

x        f(x)

0
1
2
3
-1
-2
-3

0
1
8
27
-1
-8
-27

x

y

1  2  3  4-4 -3 -2 
-5
-10
-15
-20

25
20
15
10

3x)x(f 
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:مثال  ١٨-٢-٣
.با ضابطھ           را رسم کنید fنمودار تابع  x

1)x(f 

x        f(x) x        f(x)

4

3

2

1
2
1
4
1

4
1
3
1
2
1
1
2
4

4

3

2

1

3
1
4
1













4
1
3
1
2
1

1

2

4
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:مقدمھ ١-٣-٣
ی از بسیاری از توابعی کھ در مسائل مطرح می شوند ممکن است ترکیب

مقدار سودی باشد کھ یک  P(x)برای مثال ، فرض کنید . توابع دیگر باشند
از فروش  R(x)اگر . عدد از کالا یی بدست می آورد x شرکت از فروش

x واحد وC(x)  ھزینھ تولیدx  واحد کالا باشد، داریم:

P(x)=R(x)-C(x)

)  سود)=(درآمد(-)ھزینھ(           

را با استفاده از ویژگیھای توابع  P(x)بھ این ترتیب می توان رفتار تابع 
P(x) وC(x) ی در این بخش بھ بررسی اعمال جبری رو. پیش بینی کرد

. توابع می پردازیم
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:تعریف  ٢-٣-٣

را برابر یا مساوی می نامیم ، در صورتی کھ gو  fدو تابع 

مساوی باشند، یعنی    gو  fدامنھ ھای  )الف(

برقرار  f(x)=g(x)، تساوی  gو fاز دامنھ مشترک  xبھ ازای ھر  )ب(
. باشد

:مثال  ٣-٣-٣

     دو تابع با ضابطھ ھای تعریف                  )الف

.برابر نیستند ، زیرا مجموعھ ھای                           مساوی نیستند

gf DD 

5x2)x(g,
x

x5x2)x(f
2






}0{RD,RD fg 
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      دو تابع با ضابطھ ھای تعریف        )ب

، بھ علاوه، بھ                    برابرند، زیرا ھمواره               

:ازای ھر عدد حقیقی داریم 

5x2)x(g,
1x

)1x)(5x2()x(f 2

2







01x,RDD 2
gf 

5x2)x(g)x(f 
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:تعریف  ۵-٣-٣

توابع جدید . باشند توابعی با دامنھ ھای          gو   fفرض می کنیم 

f+g , f-g , fg ,      را بھ صورت زیر تعریف می کنیم:

با ضابطھ     روی        f+gتابع حاصل جمع )الف

با ضابطھ   روی       f-gتابع تفاضل  )ب

g
f

gf DD 

gf DD 

gf D,D

gf DDx;g(x)f(x)g)(x)(f 

gf DDx;g(x)f(x)g)(x)(f 
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0)x(g;DDx;
g(x)
f(x))(x)

g
f( gf 

،    کھ در آن          تابع خارج قسمت    روی نقاطی از     )ت

با ضابطھ 

gf DD 

gf DDx;f(x)g(x)(fg)(x) 

با ضابطھ    روی       fgتابع حاصل ضرب  )پ

g
f

gf DD 

0)x(g 
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:مثال  ۶-٣-٣

  gو fدامنھ ھای .              فرض می کنیم 

عبارتند از

عبارتند از  fg , f+g , f-gبنابراین دامنھ توابع 

دامنھ تابع    برابر با بازه .است  g(x)=0ریشھ معادلھ  x=4چون 

:است وداریم (4 , 2]

]4,(}0x4Rx{D

),2[}02xRx{D

g

f





g
f

x4)x(g,2x)x(f 

]4,2[]4,(),2[DD gf 
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)4,2[x,
x4
2x)x)(

g
f(

]4,2[x,x42x)x)(fg(

]4,2[x,x42x)x)(gf(

]4,2[x,x42x)x)(gf(
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:مقدمھ ١-۴-٣
ھ در این بخش بھ معرفی توابعی می پردازیم کھ در مباحث مربوط ب

.حساب دیفرانسیل و انتگرال نقش مھمی دارند

:تعریف  ٢-۴-٣
را  fزیر مجموعھ ھایی از اعداد حقیقی باشند ،  fاگر دامنھ و برد تابع 

ف          برای مثال              ، با ضابطھ تعریـ.یک تابع حقیقی می نامیم

ِقی .است  یک تابع حقی

RR:f 

xx)x(f 2
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:تعریف  ٣-۴-٣
تابع ثابت را یک f، مجموعھ ای یکانی باشد آنگاه  fاگر برد تابع حقیقی 

یک  f(x)=3با ضابطھ تعریف           برای مثال تابع . می نامیم

نمودار.  f(-5)= , f(1)==3 , f(0)=3 تابع ثابت است و داریم

f(x)=3 در شکل زیر رسم شده است.

}3{R:f 

x

y

0

3
2
1

f(x)=3
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:تعریف  ۴-۴-٣
  xمجموعھ عدد حقیقی و برای ھر عدد حــقیقی  fاگر دامنھ وبرد تابع 

بعضی مقادیر این . می نامیم تابع ھمانیرا  f، آنگاه  f(x)=xداشتھ باشیم 

:تابع عبارت اند از
f(0)=0 , f(-3)=-3 , f(2)=2

.نمودار تابع ھمانی در شکل زیر رسم شده است 

x

y

0
1    2-3   -2   -1

2
1

-1
-2

f(x)=x
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:تعریف  ۴-۵-٣

.  است!f(n)=nبا ضابطھ تعریف      تابعی مانند      تابع فاکتوریل

:چند تایی از مقادیر تابع فاکتوریل عبارت اند از

120543215!f(5)
2443214!f(4)

63213!f(3)
2212!f(2)

1f(1)
1f(0)










N}0{N:f 
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:تعریف  ۴-۶-٣
  تابع قدر مطلقتابع                      با ضابطھ تعریف              را 

را با نماد    نشان  xیادآوری می کنیم کھ قدر مطلق عدد حقیقی .می نامیم

:می دھیم و بھ صورت زیر تعریف می کنیم

    از تعریف بالا نتیجھ می شود کھ قدر مطلق ھر عدد حقیقیx  عددی

یعنی. نامنفی است 

}0{RR:f  x)x(f 

x









0xx
0xx

x

0x 
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22)2(f

2)2(2)2(f

00)0(f







:بعضی مقادیراین تابع عبارت اند از

:نمودار تابع قدر مطلق در شکل زیر رسم شده است 

x

y

٠

x)x(f 
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:تعریف  ٨-۴-٣
تابع جزء صحیحرا  f(x)=[x]تابع حقیقی             با ضابطھ تعریف 

.می نامیم
  [x]را با نماد  xصحیح  ، جزء xتوجھ کنید کھ برای ھر عدد حقیقی 

شتر از نشان می دھیم وبرابر است با بزرگترین عدد حقیقی صحیح نابی

بنابراین . تعریف می کنیم x) کوچکتر یا مساوی(

:چند تا از مقادیر این تابع عبارت اند از
 

ZR:f 

1]x[x]x[ 

5]5[)5(f

2]
2
3[)

2
3(f

1]
2
3[)

2
3(f

0]0[)0(f
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 دقت کنید کھ جزء صحیح ھر عدد حقیقی ، عددی صحیح است وجزء
برای رسم نمودارتابع .صحیح ھر عدد صحیح با خود آن برابر است 

f(x)=[x] از مقادیر زیر استفاده می کنیم ،:

3x4 
2x3 
1x2 

0x1 
1x0 

2x1 
3x2 
4x3 

f(x)=[x]=-4 اگر                  آنگاه
    f(x)=[x]=-3اگر                  آنگاه

f(x)=[x]=-2 آنگاه   اگر
   f(x)=[x]=-1آنگاه   اگر
  f(x)=[x]=0 آنگاه   اگر
f(x)=[x]=1 آنگاه   اگر
f(x)=[x]=2 آنگاه   اگر
f(x)=[x]=3 آنگاه   اگر
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x

y

1       2        3        4
-4      -3      -2      -1     0
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:تعریف  ٩-۴-٣
تابعی است کھ دامنھ و برد آن مجموعھ اعداد حقیقی است ، و fتابع خطی 

:با ضابطھ  xبرای ھر عدد حقیقی 

.عدد حقیقی ثابتی ھستند  bو  aتعریف می شود ، کھ در آن 

.نمودار ھر تابع خطی ، یک خط راست است 

.در شکل زیر رسم شده است  f(x)=2x-1نمودار تابع خطی 
f(x)=2x-1

١     ٢ x

y

bax)x(f 
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:تعریف  ١٠-۴-٣

 تابعی است کھ دامنھ و برد آن مجموعھ اعدد حقیقی است pتابع چند جملھ ای 
با ضابطھ  xو برای عدد حقیقی 

یک عدد صحیح نا منفی است و  nدر اینجا .تعریف می شود 

را یک  P(x)و  P(x)را درجھ چند جملھ ای  n.عدد حقیقی اند و         

.می نامیم nچند جملھ ای از 

تابع                          یک تابع چند جملھ ای درجـــھ دوم و تابع 

.  یک تابع چند جملھ ای از درجھ چھار است                      

n1n
1n

1
n

0 axa...xaxa)x(P  


01n a,a,...,a

0a0 

7x2x3)x(P 2 

1x3x2)x(q 24 
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:مقدمھ  ١-۵-٣

ات اما توابع دیگری نیز در ریاضی. با  توابع جبری آشنا شدیم  ۴-٣در بخش 

متعالی   این دستھ توابع را توابع غیر جبری یا. مطرح می شودکھ جبری نیستند 

یتمی ، از جملھ توابع غیر جبری می توان از توابع نمایی ، توابع لگار. مي نامیم 

.و توابع مثلثاتی نام برد کھ در این بخش بھ معرفی آنھا می پردازیم 
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:تعریف   3-5-2

 برای ھر عدد حقیقی ثابت               ،تابع                با ضابطھ تعریف

.می نامیم تابع نماییرا یک 

داریم       xبنا بر تعریف بالا روشن است کھ برای ھر عدد حقیقی 

 yو xیادآوری می کنیم کھ بنا بر خواص توان اعداد ، برای ھر دو عدد حقیقی 
:روابط زیر برقرارند 

)ب                                 )الف

)ت                                  )پ

0a,1a  RR:f
xa)x(f 

0a x 

yxyx aaa x
x

a
1a 

yx
x

y a
a
a xyyx a)a( 
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توابعی نمایی اند ، کھ              ،  ھر یک از توابع      

:نمودارھای آنھا درشکلھای زیر رسم شده است

x)
2
1()x(g 

2
11

x2)x(f 

1
2
4
8

4
12

0
1
2
3

x

x2)x(f 

x

y

o

x2)x(f 
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-1                   2
-2                   4
-3                   8

 

8
13

4
12

2
11

10

2)
2
1(xgx xx  x)

2
1()x(g y

x
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:تابع نمایی     ٣-۵-٣
انتـخاب کنیم کھ  eدر تعریف تابع             ، اگر    را برابر عدد گنگ 

است ،تابع نمایی      ٢/ ٧١٨٢٨١٨٢٨مقدار تقریبی آن تا نھ رقم برابر 

بدست می آید ، این تابع را با نماد 

. نمودار تابع                در شکل زیر رسم شده است. نیز نشان می دھند 

xa)x(f a

xe

xe)x(f 

)xexp(ex 

xe)x(f 

x

y

1

0

xe)x(f 
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 :تعریف ۵-۴-٣

تابع حقیقی             با . عددی مثبت باشد و            aفرض می کنیم  

.می نا میم aتابع لگاریتم در مبنای ضابطھ تعریف                  را 

،عدد ی    aدر مبنای  xیادآوری می کنیم کھ منظور از لگاریتم عدد مثبت  

را با نماد                aدر مبنای  xلگاریتم . بھ طوری کھ                yاست مانند 

بنابر این ھمواره داریم . نشان می دھیم           

 توجھ کنید کھ لگاریتم اعداد منفی و صفر تعریف نشده است.

1a RR:f 

x
alog)x(f 

xa y 

x
alog

xaylog yx
a 
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داریم :مثال  ۵-۵-٣

2log255 25
5

2 

4log
16
12 16

1

2
4 

3log
1000

110 100
1

10
3 

0log13 1
3

0 

1log77 7
7

1 
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:نمودار تابع لگاریتمی ١٢-۵-٣

یا  لگاریتم  معمولیاختیار کنیم ، لگاریتم  را  ١٠اگر مبنای لگاریتم  را عدد 

 در لگاریتم  معمولی ، عدد مبنا را معمولا نمی نویسند،.می نامیم اعشاری

:بھ عبارت دیگر

نمودار تابع لگاریتم  معمولی در شکل 
.  زیر رسم شده است 

x

y

1
F(x)=log x

xloglog x
10 
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.نمودار تابع                 در شکل زیر رسم شده است  x
2log)x(f 

x
2log)x(f 

x

y

1

www.pnu-club.com



:تابع لگاریتم  طبیعی ١٣-۵-٣

اختیار کنیم، لگاریتم  را  eدر محاسبات لگاریتمی اگر مبنا را عدد گنگ 

ی را با معمولا لگاریتم  طبیع. می نامیم لگاریتم  طبیعی یا لگاریتم  نپری

:بھ عبارت دیگر. نمایش می دھند  lnنماد 

xlnlog x
e 
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.در این بخش برخی از ویژگی ھای توابع را بررسی می کنیم

:مثال 3-6-2

مجموعھ تمام اعداد fاگر                                ،چون دامنھ )الف

حقیقی است ،داریم

،یک تابع زوج است  fبنابراین 

1x3x5)x(f 24 

1)x(3)x(5)x(f 24 

1x3x5 24  )x(f

x7x3x2)x(g 35   gچون دامنھ تابع .فرض می کنیم                                   )ب

مجموعھ تمام اعداد حقیقی است ، داریم
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)x(7)x(3)x(2)x(g 35 

x7x3x2 35 

)x(g

تابع                                   را در نظر می گیریم ، داریم )پ

نھ ذوج است نھ فرد hچون                                            ، تابع  )x(h)x(h),x(h)x(h 

1xx2x3)x(h 234 

1)x()x(2)x(3)x(h 234 

1xx2x3 234 

. یک تابع فرد استgبنا براین 
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:تعریف  ۶-۵-٣

  xوجود داشتھ باشد بھ طوری کھ برای ھر   Mاگر عددی مانند  )الف

.داشتھ باشیم fاز دامنھ 

.می نامیم  بالا کرانداررا از  fآنگاه 

از  xوجود داشتھ باشد بھ گونھ ای کھ برای ھر  Nاگر عددی مانند  )ب

:داشتھ باشیم  fدامنھ 

.می نامیم پایین کرانداررا از  fآنگاه 

M)x(f 

N)x(f 

www.pnu-club.com



 fدامنھ  xوجود داشتھ باشد بطوری کھ برای ھر   M >0اگر عددی مانند)پ

داشتھ باشیم 

یا

.  را کراندار می نامیم  fآنگاه 

.  می نامیم  بی کرانکراندار باشد ، آن را  fاگر تابع  )ت

M)x(f

M)x(fM
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y =M

y =N

تابع از پایین کراندار) بتابع از بالا کراندار)الف

تابع بی کران) ت تابع کراندار) پ
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: مثال ٧-۶-٣

  xیقی اتوابع سینوس و کسینوس کراندار است ، زیرا بھ ازای ھر عدد حق)الف

داریم

1xsin1و                                          1xcos1 

1x2)x(f 2

11x2)x(f 2 

2x1)x(g 

1x1)x(g 2 

  xتابع               از بالا کراندار است ، زیرا برای ھر عدد حقیقی  )پ

داریم

  xتابع                از پایین کراندار است ، زیرا برای ھر عدد حقیقی )ب

داریم
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ان تابع                  کھ نھ از بالا کراندار است نھ از پاین بی کر )ت

را کھ در نظر بگیــریم ،  y=-Mو  y=Mاست زیرا ھر دو خط افقی 

وجود دارد کھ در خارج ناحیھ بین این دو خط  hنقطھ روی نمودار تابع 

قرار دارد  hمثلا نقطھ                     روی نمودار تابع . واقع است 

.ولی بیرون از ناحیھ بین دو خط           است 

2x)x(h 3 

)3M,1M(3 

My 
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: تعریف ٩-۶-٣
کھ داشتھ باشیم  fمی نامیم اگر بھ ازای ھر   و    از دامنھ  صعودیرا  fتابع  )الف

کھ      fمی نامیم اگر بھ ازای ھر    و     از دامنھ نزولی را fتابع  )ب

داشتھ باشیم 

صدق ) ب(و ) الف(در ھیچ یک از ویُژگیھای  fدر صورتی کھ تابع  )پ

.نھ صعودی است نھ نزولی  fنکند ، می گوییم 

2x 1x

)x(f)x(f 21 

1x2x21 xx 

)x(f)x(f 21 
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:تعریف  ١٢-۶-٣

می نامیم اگر بھ ازای ھر       و         از یک بھ یکتابع               را 

.تساوی                ایجاب کند کھ            fدامنھ 

21
3
2

3
1 xxxx 

5x25x2 3
2

3
1 

)x(f)x(f 21  1x2x

5x2)x(f 3 RR:f 

BA:f 1x2x

)x(f)x(f 21 21 xx 

:مثال  ١٣-۶-٣

تابع             با ضابطھ تعریف                   یک بھ یک است ، زیرا)الف

، اگر داشتھ باشیم                 ، یا Rبھ ازای ھر   و    از

آنگاه بدست می آوریم
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تابع             با ضابطھ تعریف                  یک بھ یک نیست ، ) ب

زیرا از تساوی                  بھ دست می آوریم 

بنابر این     و    با ھم . کھ از ان نتیجھ می شود           یا            

مساوی نیستند ، مثلا 

یک بھ یک نیست gدر حالی کھ          وبنابر این  g(-2)=g(2)می بینیم کھ 

RR 7x)x(g 2 

)x(g)x(g 21 

7x7x 2
2

2
1 

2
2

2
1 xx 21 xx 1x2x

372)2(g

37)2()2(g

2

2





22 
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:تعریف  ١۴-۶-٣
:  را می توانیم بھ صورت زیر بیان کنیم  ١٢-۶-٣تعریف 

می نامیم اگر بھ ازای ھر   و    از دامنھ  یک بھ یکتابع             را 

کھ               داشتھ باشیم  fتابع 

BA:f 1x2x

21 xx 

)x(f)x(f 21 

x)x(f 11 11 

)1(f)1(f 

:مثال  ١۵-۶-٣

تابع               یک بھ یک نیست ،زیرا             در حالی کھ        

.، یعنی               
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x

y

x

y
y=g(x) y=f(x)

 :تعبیرھندسی یک بھ یک بودن  ١۶-۶-٣
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:قضیھ  ١٨-۶-٣

.یک بھ یک خواھد بود fصعودی یا نزولی باشد، آنگاه  fاگر تابع 

:نکتھ ٢٠-۶-٣
بھ  برقرار نیست ، بھ بیان دیگر ، اگر تابعی یک ١٨-۶-٣عکس قضیھ 

:برای مثال تابع. یک باشد ، الزاما صعودی یا نزولی نیست

.یک بھ یک است در حالی کھ نھ صعودی است نھ نزولی 

x

y

1
0
















1xx
1x0
1x0x

)x(f
3

2
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:تعریف  ٢١-۶-٣
، عضوی  fاز برد تابع  bمی نامیم اگر بھ ازای ھر پوشا تابع              را

:وجود داشتھ باشد بھ طوری کھ داشتھ باشیم  fاز دامنھ  aمانند 
b=f(a)       

:مثال  ٢٢-۶-٣

ی زیرا برا. تابع             با ضابطھ تعریف                 پوشاست )الف

یا b=f(a)، معادلھ   Rیعنی fاز برد تابع  bھر 

:دارای یک ریشھ حقیقی              است و داریم

BA:f 

RR:f 5x2)x(f 3 

5a2b 3 

3
2

5ba 


b5)
2

5b(25)
2

5b(2)a(f 33 
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ا تابع              با ضابطھ تعریف ،                   پوشا نیست، زیر )ب

یا              نتیجــھ  b=g(a)باشد از  gاگر عضو دلبخواھی از برد 

:می گیریم کھ 

پوشا  gبدست نمی آید، پس  aجوابی برای  b=-5از اینجا مثلا بھ ازای 

است کھ تصویر ھیچ عضوی  gعضوی از برد  -۵بھ عبارت دیگر . نیست

.نیست gاز دامنھ 

RR:g 1x2)x(g 2 

1a2b 2 

2
1ba 



وجود دارد  aمانند  f،عضوی از دامنھ  bمانند  fچون برای ھر عضو برد 

.تابعی پوشاست fپس  b=f(a)بھ گونھ ای کھ 
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 در این بخش وارون تابع را تعریف می کنیم و بھ بررســـی خواص آن می
.پردازیم

:وارون تابع ١-٧-٣
تابع               را در نظر می گیریم  و آن را بھ صورت مجموعھ ای 

:از زوجھای مرتب می نویسیم

:را بھ صورت زیر تعریف می کنیم gرابطھ 

از تعویـــض مو لفھ ھای اول و دوم  gروشن است کھ اعضای رابطھ 

.بھ دست می آیند  fاعضای تابع 

RR:f 

)}x(fy)y,x({f 

)}x(fy)x,y({g 
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.خواھد بود  Aبھ Bتابعی از  gاکنون می خواھیم ببینیم تحت چھ شرایطی 

وجود داشتھ باشد بھ طوری  Aدر  aبرای ھر       باید عضوی مانند  )الف

باید پوشا  fپس .  b=f(a)کھ              کھ در این صورت خواھیم داشت 
. باشد

Bb

g)a,b( 

g)x,y(g)x,y( 12 21 xx 

)x(f)x(f 21 21 xx 

  دیگراگر                و               باید داشتھ باشیم         ،بھ عبارت  )ب

باید یک  fپس . باید بتوان از تساوی                نتیجھ گرفت کھ         

تابعی  یک  fباشد ، باید  Aبھ Bتابعی از  g، پس برای آنکھ  بھ یک باشد

یک  fبر عکس ، بھ آسانی می توان نشان داد کھ اگر . بھ یک و پوشا باشد 

.خواھد بود Aبھ  Bتابعی از  gبھ یک و پوشا باشد ، 
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:تعریف  ٢-٧-٣

:اگر             تابعی یک بھ یک و پوشا باشد رابطھ

می نامیم و با نماد        fوارون تابع است  Aبھ  Bرا کھ تابعی از 

پس.نشان می دھیم

.است  fو برد   برابر با  دامنھ  fدقت کنید کھ دامنھ      برابر با برد 

.در شکل زیر وارون تابع توضیح داده شده است 

RR:f 

}f)y,x()x,y({g 

1f 1f 

AB:f,}f)y,x()x,y({f 11  

1f 
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y=f(x)

f

BA

x

)y(fx)x(fy 1

1f 
)y(fx 1
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:مثال  ۴-٧-٣
)  چرا؟(تابع             با ضابطھ تعریف           ، یک بھ یک و پوشاست

برای محاسبھ وارون این تابع ، معادلھ             . پس دارای وارون است 

:حل می کنیم و بھ دست می آوریم xرا بر حسب 

:را عوض می کنیم ، خواھیم داشت yو  xدر تساوی اخیر، جای 

:عبارت است از fپس وارون 

RR:f 3x)x(f 

3xy 

3 yx 

3 xy 

RR:f,x)x(f 131  
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.و     در شکل زیر رسم شده است  fنمودار ھای توابع 

.قرینھ اند y=xو     نسبت بھ خط  fتوجھ کنید کھ نمودارھای 

1f 

1f 

x

y

y=x

0
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:وارون تابع نمایی       ۶-٧-٣

و        ،  a>0فرض می کنیم               با ضابطھ            کھ در آن 
.تعریف می شود 

یک بھ یک است ، زیرا تساوی                    یا                fتابع  )الف
نتیجھ  می شود 

باشد ، از  fعضو دلبخواھی از برد  bپوشاست ، زیرا اگر  fتابع )ب

b=f(x) یا             نتیجھ می شود              و داریم:
 

.دارای وارون است  fنتیجھ می شود کھ تابع ) ب(و) الف(از 

xa
 RR:fxa)x(f 1a 

)x(f)x(f 21 21 xx aa 

xab b
alogx 

ba)x(f
b

alog 
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تعیین  yرا برحسب  x، از معادلھ           مقدار  fبرای محاسبھ وارون 
:می کنیم 

:را عوض می کنیم، خواھیم داشت yو  xاکنون در تساوی اخیر جای 

.  کسبنابراین ، وارون تابع نمایی     تابع لگاریتمی         است و بر ع

:نتیجھ  ٧-٧-٣

.وارون یکدیگرند ۶-٧-٣و            بنابر  y=ln xدو تابع  )١

.وارون یکدیگرند ۶-٧-٣و          بنابر  y=log xدو تابع  )٢

xay 

x
a

1x
a

1y
a

x

log)x(flogy

)y(flogxay









xax
alog

xey 

x10y 
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:ھدف کلی

ھدف کلی فصل این است کھ با مفھوم حد تابع، قضیھ ھای حدی ،حدھای 

چپ وراست تابع ،حد در بینھایت، و پیوستگی تابع در بینھایت وپیوستگی 

.تابع در یک نقطھ  حقیقی ودر یک بازه آشنا شوید

چھارم فصل

 حد و پیوستگی توابع
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:ھدفھای رفتاری
:از شما انتظار می رود پس از پایان مطالعھ این فصل بتوانید

.مفھوم حد را توضیح بدھید)١

.حد تابع را در نقطھ متناھی یا در     تعریف کنید )٢

.حد تابع را در نقطھ متناھی یا در    محاسبھ کنید )٣

 .قضایای حد را بیان کنید وآنھا را در محاسبھ حد بھ کار ببرید)۴

صورتھای مبھم یا نامعین حدی را تشخیص بدھید ومقدار واقعی حد داده  )۵

.شده را محاسبھ کنید
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حدھای راست و چپ را تعریف کنید ورابطھ میان حدھای یک طرفھ و  )۶

حد تابع را توضیح دھید وآن را در حل مسائل بھ کار ببرید

.مفھوم پیوستگی تابع را در یک نقطھ توضیح بدھید )٧

.ان کنیدرابطھ بین پیوستگی تابع در یک نقطھ وحد تابع در آن نقطھ را بی)٨

.نقاط پیوستگی و نا پیوستگی  توابع داده شده را تعیین کنید)٩

.پیوستگی از راست واز چپ را توضیح بدھید)١٠

.پیوستگی تابع را در بازه ھای باز و بستھ تعریف کنید)١١

.ببرید قضیھ ھای پیوستگی را تعریف کنید و آنھا را در حل مسائل بھ کار)١٢
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:مقدمھ

در . مفھوم حد یکی از مفاھیم  اساسی در حساب دیفرانسیل و انتگرال است

وستگی این فصل ابتدا با مفھوم حد بھ طور شھودی آشنا می شویم و سپس پی

تابع را بررسی می کنیم
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 :مقدمھ ١-١-۴
وم شود گاھی لازم است رفتار تابعی را در نزدیکی نقطھ ای بررسی کنیم تا معل

عدد ثابتــی کھ وقتی متغیر مستقل بھ آن نقطھ نزدیک می شود مقادیر تابع بھ

.توضیح می دھیمابتدا با یک مثال مفھوم شھودی حد را.نزدیک می شوند  یا نھ
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:مثال ٢-١-۴
. را در نظر می گیریمf(x)=2x-3تابع                   با ضابطھ تعریف  

نزدیک می شود بررسی  ٢بھ عدد  xمی خواھیم رفتار این تابع را ھنگامی کھ 
.کنیم

RR:f 

:حل
ھایي  کھ بھ اندازه دلبخواه بھ xرا بھ ازای  fبھ این منظور جدولی از مقادیر 

:نزدیک باشند تشکیل می دھیم ٢عدد 

1/9             1/99            1/999            1/9999             2

2/0001         2/001            2/01            2/1

x

F(x)

x

F(x)

0/8            0/98              0/998             0/9998             1 

1/0002           1/002           1/02              1/2             
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  f(x)نزدیکتر باشد  مقدار  ٢بھ عدد  xجدول بالا نشان می دھد ھر قدر 

 f(x) بھ عبارت دیگر می توانیم مقادیر. بھ عدد یک نزدیکتر می شود 

رابھ  xنزدیک کنیم بھ شرطی کھ  ١را تا ھر اندازه کھ بخواھیم بھ عدد 

بھ بیان . انتخاب کنیم ٢نھ لزوما برابر با  ٢اندازه کافی نزدیک بھ عدد 

کھ                                              ریاضی            را می توانیم بھ دلخواه کوچک کنیم مشروط براین

.                    را بھ اندازه کافی کوچک انتخاب کنیم 2x 

1)x(f 
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:تعریف ٣-١-۴

مي نامیم اگر برای ھر        عدد مثبتی مانند   a در fرا حد تابع Lعدد 

وجود داشتھ باشد بھ طوری کھ) معمولا وابستھ بھ  (

:در این صورت می نویسیم

.است  Lمیل می کند برابر  aبھ سمت  xوقتی  f(x)و می خوانیم حد 

 توجھ کنید کھ                 بھ معنای        و             است.

0

 L)x(fax0

L)x(flim
ax




 ax0axax 
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a

Y=f(x)

x

y

L

a a

L

L

باشد  Lمیل میکند برابر  aبھ  xوقتی کھ  fاگر حد تابع  ١-۴بنابر شکل 

بر محور f(x)بر محور افقی بین       و        واقع باشد  xآنگاه وقتی 

.قائم بین         و        قرار خواھد داشت 

aa

L L
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مثال ۵-١-۴

.حد ندارد x=0نشان بدھید کھ تابع                           در 

:حل
پس بنابر ) . فرض خلف(باشد Lبرابر x=0در   fفرض می کنیم حد تابع 

 بھ دارد وجــود       مانند عددی       جملھ از    ھر برای حد تعریف

:  گونھ ای کھ

اکنون اگر          آنگاه. اما            معادل با        و          است 

f(x)=3x-1 داریم ) ١(در نتیجھ بنابر:

2
1L)x(f0x0 









0x1x3
0x1x3

)x(f

02
1

0

 x00x 0x  x

2
1L1x3L)x(f 
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:داریم) ١(و در نتیجھ بنابر   f(x)=3x+1واگر         آنگاه 

:از روابط بالا بھ دست می آوریم

X0

2
1L1x3L)x(f 

1
2
1

2
1

L1x3L1x3

L1x3L1x3

)L1x3()L1x3(

)Lx3()Lx3(11112











  x=0در  fبنابر این فرض خلف باطل است و.کھ این یک تناقض است 

:بھ شکل اسلاید بعدی نگاه کنید.حد ندارد
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x

F(x)=3x-1

y

1

4

-1

-4

-1

4)x(hlim)x(glim)x(flim
x1x1x
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:مقدمھ ١-٢-۴

ولانی محاسبھ مقدار حد تابع با استفاده از تعریف حد و بھ کمک    و   غالبا ط

ا در این بخش قضیھ ھایی را در مورد حد بیان می کنیم و ب. و پیچیده است 

 از اثبات این قضیھ ھا صرف. روشھای محاسبھ حدھای توابع آشنا می شویم

.نظر کرده ایم
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:قضیھ  ٢-٢-۴

:در این صورت. فرض می کنیم           و           ھر دو موجود باشند

عدد ثابتی باشد آنگاه  cاگر  )الف

عدد حقیقی مثبت باشد آنگاه  rاگر  )ب

x(glim)x(flim)]x(g)x(f[lim()پ

)]x(flim[)]x(f[lim

)x(flimC)x(Cflim

axaxax

r

ax

r

ax

axax













)x(glim)x(flim
axax 
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)ت

)ث

:اگر              آنگاه  )ج

)چ
)x(flim)x(flim

)x(glim

)x(flim

)x(g
)x(flim

))x(glim))(x(flim()]x(g)x(f[lim

)x(glim)x(flim)]x(g)x(f[lim

axax

ax

ax

ax

axaxax

axaxax





















0)x(glim
ax
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:عدد صحیح مثبتی باشد، آنگاه  nاگر  )ح

 در این رابطھ اگرn زوج باشد،               باید مثبت باشد.

n
ax

n
ax

)x(flim)x(flim




)x(flim
ax

nma)nmx(lim
ax




:قضیھ  ٣-٢-۴

:سھ عدد دلبخواه باشند ، آنگاه  aو  n , mاگر 
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:نکتھ ٨-٢-۴
برای تعیین حد یک تابع چند جملھ ای یا تابع گویا،  ٧-٢-۴بنابر نتیجھ 

البتھ مشروط . کافی است مقدار تابع را در نقطھ مورد نظر محاسبھ کنیم

:برای مثال داریم. بر اینکھ تابع در آن نقطھ تعریف شده باشَد

:ھمچنین چون                            تابعی گویاست، داریم 

13

2)1(5)1()1(3)1(2)2x5xx3x2(lim 234234

1x






7x3x4
4x3x)x(r 3

2






4
1

8
2

7)1(3)1(4
4)1(3)1(

7x3x4
4x3xlim 3

2

3

2

1x
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:تذکر ٩-٢-۴
در اکثر موارد ، قبل از اینکھ بتوانیم قضیھ ھای حد را بھ کار ببریم ، لازم 

:است کھ ضابطھ تعریف تابع داده شده را ساده کنیم بھ مثال زیر توجھ کنید

:مثال  ١٠-٢-۴
.حدھای زیر را محاسبھ کنید

x
39xlim

0x




3x)الف )ب
9xlim

2

3x 




:حل
زیرا          .تعریف نشده است  x=3تابع                 در   )الف

 xزیرا حد این تابع وقتی . این امر مشکلی بھ وجود نمی آورد.نامعین است 

 x=3بستگی دارد و مقدار  ٣در نزدیکی  xمیل می کند تنھا بھ مقادیر  ٣بھ 

:از طرفی می دانیم . را شامل نمی شود

3x
9x)x(f

2




0
0

33
9)3( 2
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633)3x(lim
3x
9xlim

3x
3x

)3x)(3x(
3x
9x

)3x)(3x(9x

3x

2

3x

2

2


















:پس بھ ازای       داریم 

:در نتیجھ خواھیم داشت

0x 

مخرج کسر بھ صفر میل می کند  نمی توانیم قضیھ x=0چون بھ ازای  )ب(

را مستقیما بھ کار ببریم ، ولی با اســتفاده از یک فن جبری) ج( ٢-٢-۴
 

بھ این منظور، صورت و مخرج کسر. می توانیم این حد را قابل محاسبھ کنیم
 

:را در مزدوج صورت یعنی              ضرب می کنیم وبھ دست می آوریم 39x 
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39x
1lim

x
39xlim

39x
1

39x
1

)39x(x
x

)39x(x
99x

39x
39x.

x
39x

0x0x 






















:کھ بھ ازای       داریم  0x

:بنابراین
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6
1

39
1

3lim)9x(lim
1

)39x(lim

1lim

0x0x

0x

0x


















:خواھیم داشت) ج( ٢-٢-۴اکنون بنابر قضیھ 
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مقدمھ١-٣-۴
:را با ضابطھ زیر را در نظر می گیریم fتابع 

نشان دادیم کھ این تابع ۵-١-۴در
. حد ندارد x=0در 









0x1x3
0x1x3

)x(f

F(x)=3x-1

y

x

1

-1

F(x)=3x+1

x

F(x)=3x+1

www.pnu-club.com



از سمت راست بھ صفر نزدیک  xچنان کھ در شکل دیده می شود، وقتی کھ 
 

از(از سمت چپ  xنزدیک می شود، و ھنگامی کھ  ١بھ عدد  f(x)می شود، 

نزدیک) -١(بھ عدد  f(x)بھ صفر نزدیک می شود، ) طرف اعداد منفــی

و ١برابر با  ٠در نقطھ  fتابع  حد راستدر این صورت می گوییم .  می شود

.است ) -١(برابر با  ٠در نقطھ  fتابع  حد چپ

اکنون بھ تعریف حدھای راست و چپ تابع کھ حدھای یک طرفھ نامیـــده 

.می شوند می پردازیم
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:تعریف  ٢-٣-۴
تعریف شده باشد ، اگر برای ھر  (a , b)در بازه  fفرض می کنیم تابع 

: عدد حقیقی     عدد مثبتی مانند     وجود داشتھ باشد بھ طوری کھ

:ومی نویسیم.می نامیم x=aحد راست تابع در نقطھ را  Lآنگاه عدد 

.و       است  x>aنماد        بھ معنای

00

 L)x(fax0

ax   ax
y

x

L

a C0

L)x(flim
ax
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:تعریف  ٣-٣-۴
اگر برای ھر       ،.تعریف شده باشد  (a , b)در بازه  fفرض می کنیم تابع 

:عدد مثبتی مانند    وجود داشتھ باشد بھ طوری کھ

:ومی نویسیم.می نامیم x=aرا حد چپ تابع در نقطھ  Lآنگاه عدد 

.و       است   x>aنماد        بھ معنای

0



 L)x(f0ax

 axax 

x

y

ab

L

0

L)x(flim
ax
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:نکتھ ۴-٣-۴

بیان کردیم با قرار دادن        یا         ٢-۴تمام قضیھ ھایي کھ در بخش 

.بھ جای           ھمچنان معتبرند

 ax

ax 

 ax

:مثال  ۵-٣-۴

.با ضابطھ تعریف زیر را در نظر بگیرید fتابع 

.تعیین کنید x=1را در صورت وجود در fحد چپ و حد راست  تابع 








1x2x5
1x2x3

)x(f
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:حل
یعنی             چون x=1در  fبرای محاسبھ حد راست تابع 

:وبنابراین f(x)=3x+2در این حالت داریم .  x>1پس        و

یعنی              چون        پس        x=1در fبرای محاسبھ حد چپ تابع 

:و بنابراین  f(x)=5x-2در این حالت داریم .  x<1و      

با   x=1در fبھ طوری کھ ملاحظھ می شود حد چپ و حد راست تابع 
.ھم برابر نیستند

52)1(3)2x3(lim)x(flim
1x1x


 

)x(flim
1x 

)x(flim
1x 

1x

1x

1x 

1x 

32)1(5)2x5(lim)x(flim
1x1x
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:مثال  ٨-٣-۴

.  حد ندارد x=1در نقطھ  ۵-٣-۴در مثال fتابع ) الف( ٧-٣-۴بنابر نتیجھ 

.دارایحد است  x=1روشن است کھ این تابع در ھر نقطھ حقیقی بھ استثنای

:نکتھ ٩-٣-۴
می خواھیم حد چپ . تابع جزء صحیح       ،            را در نظر می گیریم

.تعیین کنیم x=2را در نقطھ  fو حد راست  

، بزرگترین عدد صحیح xیادآوری می کنیم کھ منظور از جزء صحــــیح 

. است  xنابزرگتر از 

  Rxx)x(f 
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y

x1 2 3 4

1

2

3

0
(            )

2-h          2+h
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میل  ٢بھ سمت xھنگامی کھ  fبھ طوری کھ در شکل دیده می شود، تابع 

  ٢یا کمی بزرگتر از  ٢برابر  xمی کند دارای حد نیست زیرا وقتی کھ 

اما ھنگامی کھ . خواھند بود ٢بسیار نزدیک بھ  fاختیار شود مقادیر تابع 

x  بھ عبارت دیگر. باشد داریم        ٩٩٩/١،مثلا  ٢اندکی کوچکتر از

:،آنگاه  h<1>0عددی مثبت و کوچکتر از یک باشد ،یعنی  hاگر 

1=[x]:          داریم   h<x<2-2کھ  xبھ ازای ھر 

2=[x]        :داریم  x<2+h>2کھ  xبھ ازای ھر 

  1x 
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 f، حد چپ و حد راست ٢-٣-۴و ٣-٣-۴در نتیجھ بنابر تعریف ھای 

:برابرند با  x=2در 

برابر نیستند، این  x=2چون حد چپ و حد راست تابع جزء صحیح در 

.حد ندارد x=2در ) الف( ٧-٣-۴تابع بنابر نتیجھ 

2]x[lim)x(flim

1]x[lim)x(flim

2x2x

2x2x
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 [x]تابع می توان نشان داد کھ nبھ ھمین ترتیب بھ ازای ھر عدد صحیح 
:حد ندارد و داریم  x=nدر  

حد  روشن است کھ تابع جزء صحیح در ھر عدد حقیقی غیر صحیح دارای
:برای مثال . است 

Znn]x[lim

Zn1n]x[lim

nx

nx













2]x[lim,2]x[lim
5/2x5/2x


 

:داریم  ۶-٣-۴در نتیجھ، بنابر قضیھ 

2]x[lim
5/2x
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:مثال ١-۴-۴
نمودار این تابع در . با ضابطھ                 را در نظر می گیریم fتابع 

.  شکل زیر رسم شده است 

2)1x(
1)x(f
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.نزدیک بھ یک باشد بررسی می کنیم xرا ھنگامی کھ  fاکنون مقادیر 
:بھ جدول زیر توجھ کنید

X

F(x)

2      1/5      1/3      1/1       1/01       1/001       1/0001

864 101010100
100

941

١از سمت راست بھ  xبھ طوری کھ در جدول بالا می بینیم، ھر قدر 

بھ این ترتیب می توان .بزرگتر می شود  f(x)نزدیکتر شود، مقدار  

f(x)  را بی اندازه بزرگ کرد مشروط بر آنکھx  بی اندازه از سمت

:  این خاصیت را با نماد زیر نشان می دھیم. راست بھ یک نزدیک شود


 21x )1x(
1lim
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از سمت چپ  نزدیک بھ یک باشد  xرا ھنگامی کھ  f(x)اکنون مقادیر 
:بھ جدول زیر توجھ کنید .بررسی می کنیم

X

F(x)

٠ 0/5        0/7        0/9   0/99        0/999       0/9999

864 101010100
100

941

نزدیکتر ١از سمت چپ بھ  xبھ طوری کھ درجدول بالامی بینیم ھر قدر 

این خاصیت را با نماد زیر نشــان .بزرگتر می شود f(x)شود، مقدار 

:می دھیم 


 21x )1x(
1lim
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:مثال  ٣-۴-۴
 می توان رفتار تابع                 را در نزدیکی ١-۴-۴با روشی مشابھ مثال 
.         نقطھ یک بررسی کرد

.کھ نمودار آن در شکل زیر رسم شده است  gتابع 

2)1x(
1)x(g





2)1x(
1)x(g




-1

1 x

y
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2)1x(
1)x(g
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 g(x)نزدیک بھ عدد یک شود مـــقدار  xمشاھده می کنیم ھنگامی کھ 

این خاصییت را بھ صورت زیر نشــــان . بی اندازه کوچک می شود
:می دھیم





 21x )1x(
1lim

:تعریف  ۴-۴-۴
ھ بھ طوری ک. ،عدد مثبتی مانند      وجود داشتھ باشد M<0اگر برای ھر 

:M)x(fax0 

0

میل می کند ،بینھایت منفی   aبھ سمت  xرا ھنگامی کھ  fآنگاه حد تابع 

:می نامیم و می نویسیم


)x(flim
ax
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:تذکر ۴-۴-۵
وقتی کھ داشتھ باشیم                         یا

.حد ندارد،زیرا    یا     اعدادی حقیقی نیستند  aدر  fمی گوییم 




)x(flim
ax




)x(flim
ax

:مثال  ۴-۴-۶
.تابع            را در نظر می گیریم 

نمودار این تابع در شکل زیر رسم  
.شده است 

x
1)x(f 
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از سمت راست بھ صفر  xچنان کھ در شکل دیده می شود، ھنگامی کھ 

: نزدیک می شود ، مقادیر تابع بزرگ و بزرگتر می شوند، یعنی داریم


 x

1lim
0x


 x

1lim
0x

از سمت چپ بھ صفر نزدیک شود ،مقادیر تابع منفی اند و  xاگر 

کوچک وکوچکتر می شوند، یعنی داریم
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:قضیھ  4-4-8
:عدد صحیح و مثبتی باشد ، آنگاه داریم nاگر 

)الف

 )ب


 n0x x

1lim









 n0x x

1lim فرد باشد nاگر 
زوج باشد nاگر 

.قضیھ بالا را می توان بھ صورت زیر تعمیم داد

:قضیھ  ٩-۴-۴
 در حالی کھ ھمواره مثبت است ، بھ سمت صفر میل کند fاگر تابع  )الف

:آنگاه 

در حالی کھ ھمواره منفی است ، بھ سمت صفر میل کند  fاگر تابع  )ب
:آنگاه 


 )x(f

1lim
ax


 )x(f

1lim
ax
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:مثال  ١٣-۴-۴

.حد                    را محاسبھ کنید

:حل
:داریم 

و

2x
x4lim

2

2x 




  00x4limx4lim 2

2x

2

2x


 

0)2x(lim
2x




:      و        و در نتیجھ            یا             و داریم  x<2چون        پس  

2x4x2 0x4 2 

2

2

2

222

x4)2x(
x4

x4
x4.

2x
x4

2x
x4
















2x
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چون                    و           در حالی کھ ھمیشھ مثبت است بھ سمت  

:داریم ) الف( ٩-۴-۴صفر میل می کند ، بنابر قضیھ 

2

2

x4
)x2(

x4)x2(
)x2)(x2(











0x4limx4 2

2x

2 


22x

2

2x

22x

x4
)2x(lim

2x
x4lim

x4
1lim




















:در نتیجھ بھ دست می آوریم
















 

 
)(4

x4
1lim)x2(lim

22x2x
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:مقدمھ ١-۴-۵
بھ اندازه کافی  xھنگامی کھ  fدر این بخش بھ بررسی رفتار تابعی مانند 

مقادیر بزرگ را بھ دلخواه  xوقتی می گوییم . بزرگ شود ، می پردازیم 

از ھر مقدار مثبت دلـبخواه مانند  xاختیار می کند ، منظور این است کھ 

M بزرگتر باشد ، و در این صورت می نویسیم:

را  N<0ھر مقدار دلبخواه كوچکتر از ھر عدد منفی مانند  xھر گاه 

x:بھ بینھایت میل می کند و می نویسیم xاختیار کند ، می گوییم 

x
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:مثال  ٢-۴-۵

نمودار این تابع در شکل زیر . تابع                  رادر نظر می گیریم 

.رسم شده است 

1x
x3)x(f 2

2
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محاسبھ شده  x، برای بعضی مقادیر بزرگ  f(x)در جدول زیر مقادیر 
.است 

١٠ 100    1000 10000

100000001
300000000

1000001
3000000

100001
30000

101
300

x

F(x)

بزرگتر  xبھ طوری کھ در جدول بالا می بینیم ، بھ تدریج کھ مقادیر مثبت 

این خاصیت را بھ . نزدیکتر می شوند  ٣بھ عدد  f(x)می شوند ، مقادیر 

:صورت زیر نشان می دھیم

3
1x

x3lim 2

2

x
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محاسبھ  xبرای بعضی مقادیر کوچک ومنفی    f(x)در جدول زیر مقادیر 
:کرده ایم

100000001
300000000

1000001
3000000

100001
30000

101
300

-10 -100 -1000 -10000x 

F(x)

تابعی زوج  f،یعنی  f(-x)=f(x)داریم  xتوجھ کنید کھ برای ھر عدد حقیقی 

 f(x)کوچکتر می شوند، مقادیر  xبنابراین بھ تدریج کھ مقادیر منفی . است 

:این خاصیت را بھ صورت زیر نشان می دھیم. نزدیک می شوند  ٣بھ عدد 

3
1x

x3lim 2

2

x
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:تعریف  ۴-۵-۴

ھ وجود داشتھ باشد ب) معمولا وابستھ بھ   ( Mاگر برای ھر       عدد مثبتی مانند 
:طوری کھ

 بھ سمت بینھایت مثبت میل می کند، می x،ھنگامی کھ  fرا حد تابع  Lآنگاه عدد 
:نامیم و می نویسیم

 L)x(fMx

L)x(flim
x




:تعریف  ۴-۵-۴
وجود داشتھ باشد بھ ) معمولا وابستھ بھ   ( N<0اگر برای ھر       ،عدد مانند

:طوری کھ

 بھ سمت بینھایت منفی میل می کند، می x،ھنگامی کھ  fرا حد تابع  Lآنگاه عدد 
:نامیم و می نویسیم

0

0





 L)x(fNx

L)x(flim
x
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:قضیھ  ۴-۵-۵
:عدد صحیح مثبتی باشد، آنگاه داریم  nاگر 

)الف

)ب

0
x
1lim nx




0
x
1lim nx




.تعمیم قضیھ بالا بھ صورت زیر است 

:قضیھ  ۴-۵-۶
عددی حقیقی یا یکی از نمادھای     یا      aفرض می کنیم 

در این صورت اگر                   یا. باشد

:آنگاه 

 

0
)x(f

1lim
ax







)x(flim
ax




)x(flim
ax
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:تذکر ٧-۴-۵
دیدیم در  ۴-۴و  ٢-۴تمام قضیھ ھایی کھ درباره حد در بخشھای 

.مورد حدھایی کھ در آنھا             یا           نیز صدق می کند  xx

:مثال   ٨-۴-۵

.را محاسبھ کنید                   1x2
4x3lim

x 




:حل

]
x
12[lim

]
x
43[lim

x
12
x
43

lim
1x2
4x3lim

x

x

xx




















2
3

02
)0(43

x
1lim2lim

x
1lim43lim

xx

xx 
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:مثال  ١٠-۴-۵

.حد                  را محاسبھ کنید 1x2
x3x5lim

2

x 




:حل
.برای محاسبھ حد داده شده ، صورت و مخرج کسر را بر   تقسیم می کنیم







 







 

















2x

x

2

x

2

x

x
1

x
2lim

x
35lim

x
1

x
2

x
35

lim
1x2
x3x5lim

:اکنون حد صورت ومخرج را جداگانھ در نظر می گیریم

2x
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00)0(2
x
1lim

x
1lim2

x
1

x
2lim

5)0(35
x
1lim35lim

x
35lim

2xx2x

xxx









 









 





است و مخرج در حالی کھ ھمواره مثبت است  ۵حد صورت عدد مثبت 

:داریم ) الف( ٩-۴-۴بھ صفر میل می کند ، در نتیجھ بنا بر قضیھ 





 1x2
x3x5lim

2

x

.نتایج حاصل از سھ مثال اخیر را می توان بھ صورت زیر خلاصھ کرد
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:مثال ١٢-۴-۵

.را محاسبھ کنید                        
3x

x2lim
2x 

2
01

2

x
31

2lim

x
31x

x2lim

)
x
31(x

x2lim
3x

x2lim

2

x

2

x

2
2

x2x





















 :حل

یعنی                x>0از           نتیجھ می شود 
:    و بنابراین داریم

xxxx2 
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:حد تابع لگاریتمی ١٨-۴-۵

حد   x>0  ،f(x)= lnxبا توجھ بھ نمودار تابع لگاریتم طبیعی 
:ھای زیر را داریم 

)الف
)ب







xlnlim

xlnlim

0x

x

f(x)= lnx

y

x10
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  :حد تابع نمایی ١٩-۴-۵
:با توجھ با نمودار تابع نمایی            حدھای زیر را داریم 

  )الف

 )ب

 )پ




x

x
elim

1elim x

0x




0elim x

x




xe)x(f 

xe)x(f 

x

y

1

0
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:مقدمھ ١-۴-۶
ی از حد ، کھ شرط قویتر پیوستگی تابعدر این بخش بھ معرفی مفھوم 

.داشتن تابع است ، می پردازیم

:تعریف  ٢ -۴-۶

می نامیم در صورتی کھ سھ شرط زیر  پیوستھ x=aرا در  fتابع 
:برقرار باشد

.وجود داشتھ باشد  f(a)تعریف شده باشد، یعنی  aدر  f )الف

.حد داشتھ باشد، یعنی               وجود داشتھ باشد  aدر   f)ب
)x(flim

ax 
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برابر مقدار تابع در این نقطھ باشد، یعنی x=aدر  fحد تابع   )پ

 aرا در  fبرقرار نباشند ،  x=aھرگاه یکی از شرایط بالا در 

 یک نقطھرا  fپیوستھ نباشد ،  aدر fاگر . می نامیم ناپیوستھ

.می نامیم f ناپیوستگی

)a(f)x(flim
ax
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:مثال  ۴-۶-۴

.بررسی کنید x=1پیوستگی تابع                       را در 








1x2x4
1x3x2

)x(f

:حل

x=1در  fبرابر نیستند، حد تابع  x=1چون حد چپ و حد راست تابع در 
 

در نتیجھ .تعریف پیوستگی برقرار نیست) ب(بنابراین شرط . وجود ندارد

F  درx=1  نمودار تابع . ناپیوستھ استf  در شکل زیر رسم شده است.

2)2x4(lim)x(flim

1)3x2(lim)x(flim

1x1x

1x1x
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2

x
-2

F(x)=2x-3

F(x)=4x-2
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:مثال  ۴-۶-۵

.بررسی کنید x=0را در پیوستگی تابع               













0x1x3
0x2
0x1x

)x(f

2

:حل
برقرار است ، از طرفی  ٢-۶-۴تعریف  ) الف(پس شرط  f(0)=2چون 
:داریم 

نیز برقرار است، اما ٢-۶-۴) ب(پس                    ، یعنی شرط 

1)1x3(lim)x(flim

1)1x(lim)x(flim

0x0x

2

0x0x













1)x(flim
0x
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)0(f)x(flim
0x




  x=0در fدر نتیجھ . تعریف پیوستگی برقرار نیست ) پ(پس شرط 

.نمودار این تابع در شکل زیر رسم شده است . ناپیوستھ است 

f(x)=3x+1

1x)x(f 2 

y

x
o

2
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:تعریف  ٨-۴-۶

:پیوستگی راست دارد، ھرگاه aدر  fمی گوییم تابع   )الف

:پیوستگی چپ دارد، ھرگاه aدر  fمی گوییم تابع ) ب

)a(f)x(flim
ax




)a(f)x(flim
ax
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:قضیھ  ١١-۴-۶

:پیوستھ باشند ، آنگاه  x=aدر  gو  fھرگاه توابع 

.پیوستھ است  x=aتابع               در  )الف

.)عددی ثابت است  k.(پیوستھ است  x=aدر  kf(x)تابع  )ب

.پیوستھ است  x=aدر f(x)g(x)تابع   )پ

.(          )پیوستھ است  x=aتابع         در  )ت

.پیوستھ است  x=aتابع         در  )ث

)x(g)x(f 

)x(g
)x(f0)a(g 

)x(f
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:نکتھ ١٢-۴-۶
دیدیم کھ ھر تابع چند جملھ ای درھرنقطھ ) الف( ٧-٢-۴در نتیجھ 

حقیقی حد دارد واین حد برابر با مقدار چند جملھ ای در آن نقطھ 

بنابراین ھر تابع چند جملھ ای . است 

.در ھر نقطھ حقیقی پیوستھ است 

 ، ھر تابع گویای  ) ب( ٧-٢-۴ھمچنین بنابر نتیجھ 

 در ھمھ دامنھ اش پیوستھ است ، زیرا بھ ازای ھر       کھ        داریم
:

n1n
1n

1
n

0 axa...xaxa)x(p  


)x(q
)x(p)x(f 

Ra0)a(q 

)a(f
)a(q
)a(p

)x(q
)x(plim)x(flim

axax
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:مثال  ١٣-۴-۶

در ھمھ نقاط دامنھ اش                     نشان بدھید کھ تابع     

.پیوستھ است 

9x
1x4x3x5)x(f 2

23






:حل
مجموعھ تمام اعداد حقیقی کھ بھ ازای آنھا مخرج صفر نمی شود fدامنھ

:عبارت است از fچون بھ ازای       مخرج کسر صفر می شود، دامنھ 

 

:فرض می کنیم        داریم 

}3,3{R}09xx{D 2
f 

fDa

3x 
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)a(f
9a

1a4a3a5

9xlim

1x4x3x5lim

9x
1x4x3x5lim)x(flim

2

23

2

ax

23

ax

2

2

axax























.در ھر نقطھ از دامنھ اش پیوستھ است  fدر نتیجھ 
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:قضیھ  ۴-۶-۴

:پیوستھ باشد و                    ، آنگاه  x=bدر  f اگر تابع
   

b)x(glim
ax




 )x(glimf)x)(fog(lim

)b(f)x)(fog(lim

axax

ax








:بھ بیان دیگر
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:تعریف  ٢٠-۴-۶
در ھر نقطھ  fمی نامیم ھر گاه  پیوستھ (a , b)بازه باز را بر  fتابع 

دست کم در یک نقطھ از  fدر صورتی کھ . از این بازه پیوستھ باشد

.ناپیوستھ  می نامیم   (a ,b)را در بازه  fپیوستھ نباشد ،  (a , b)بازه 

:مثال  ٢١-۴-۶

این تابع در ھر نقطھ .تابع                       را در نظر می گیریم 

قی بھ استثنای   ِ پیوستھ است و در نتیجھ ، بنابر تعــریف  -٣و١حقی

نباشد ، پیوستھ خواھد  -٣و ١، در ھر بازه بازی کھ شامل ٢٠-۴-۶
.بود

)3x)(1x(
1x5)x(f

3
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:تعریف  ٢٢-۴-۶

 می نامیم ھر گاه شرایط زیر پیوستھ [a , b]بازه بستھ را درfتابع 
:برقرار باشند

.پیوستھ باشد (a , b)را در بازه باز  f )الف

پیوستگی راست داشتھ باشد ، یعنی  aدر  f )ب

پیوستگی چپ  داشتھ باشد ، یعنی   bدر  f  )پ

را در   fدر صورتی کھ دست کم یکی از شرایط بالا برقرار نباشد،

.ناپیوستھ می نامیم [a , b] بازه بستھ

)a(f)x(flim
ax




)b(f)x(flim
bx




www.pnu-club.com



:مثال  ٢٣-۴-۶
بررسی  [2 , 2-]با ضابطھ تعریف زیر را در بازه بستھ  fپیوستگی تابع 

.کنید 









2x14x

1x22x3
)x(f

:حل
 f(1)=1+4=5چون

5)4x(lim)x(flim
1x1x


 

5)2x3(lim)x(flim
1x1x


 

)1(f5)x(flim
1x


 . پیوستھ است  x=1در  f، یعنی x=1در           پس

:از طرفی داریم .پیوستھ است  (2 , 2-)در بازه  fبنابراین 
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6)4x(lim)x(flim

4)2x3(lim)x(flim

2x2x

2x2x













.  پیوستھ است [2 , 2-]در بازه  f، ٢٢-۶-۴در نتیجھ بنابر 
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فصل پنجم 

:ھدفھای کلی   مشتق
گیري،  هدف کلی فصل این است که با مفهوم بنیادي مشتق تابع ، قضیه هاي مشتق

فرانسیل مشتق توابع جبري و غیر جبري ، مشتـق گیري از توابع ضمنی ، و با مفهوم دی
.آشنا شوید

ھدفھای رفتاری
:از شما انتظار می رود که پس از پایان مطالعه این فصل بتوانید

.مفهوم مشتق را توضیح بدهید )١
.  قضیـــه هاي مشتق را بیان کنید و آنها را در حل مسائل به کار ببرید )٢
ده شده  و براي توابع دا.مشتق هاي چپ و راست تابع را در یک نقطه تعریف کنید )٣

.، وجود مشتق هاي یک طـــــرفه را که در نقاط خواسته شده تحقیق کنید
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و آن را در  رابطه بین مشتقهاي یک طرفه و مشتق تابع در یک نقطه را بیان کنید )۴
.حل مسائل به کار ببرید

ه کمک قاعده زنجیري در مشتق گیري را توضیح بدهید و مشتق توابع مرکب را ب )۵
.این قاعده محاسبه کنید 

ه صورت روش مشتق گیري از توابع ضمنی را بیان کنید و مشتق توابعی را که ب )۶
.غیر صریح بیان شده اند محاسبه کنید 

مشتق توابع مثلثاتی و توابع وارون مثلثاتی داده شده را به دست آورید )٧
رابطه ،   رابطه بین مشتق تابع و مشتق وارون تابع را بیان کنید و به  کمک این )٨

.ید ن آن ، و بر عکس ، تعیین کن.مشتق تابع داده شده را با استفاده از مشتق وار
.مشتق توابع نمایی و لگاریتمی داده شده را محاسبه کنید  )٩
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با   روش مشتق گیري لگاریتمی را توضیح بدهید و مشتق توابع داده شده را )١٠
.  استفاده از این روش محاسبه کنید

 روش محاسبه مشتق توابعی به صورت            را توضیح بدهید و از آن در حل )١١
.مسائل استفاده کنید 

ابع داده شده  مفهوم دیفرانسیل تابع و دیفرانسیل متغییر را توضیح بدهید و براي ت )١٢
.، مقدار دیفرانسیل تابع را محاسبه کنید 

ائل  روش محاسبه مشتق هاي مرتبه هاي بالاتر از یک را بیان کنید و در حل مس )١٣
.به کار ببرید

.کنید با استفاده از مفهوم دیفرانسیل ، مقدار تقریبی اعداد رادیکالی را محاسبه )١۴
اي با استفاده از مفهوم دیفرانسیل ، خطاي مطلق ، خطاي نسبی و درصـــد خط )١۵

.محاسبه را تعیین کنید
متغیره را تعریف کنید و آن را براي توابع داده شده ،  nدیفرانسیل  کـــل تابع  )١۶

.محاسبه کنید 
بدهید و   روش محاسبه مشتق توابعی را به صورت پارامتري بیان می شوند توضیح )١٧

.آن را در محاسبه مشتق توابع داده شده بکار ببرید

)x()x(u 
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در این فصل با استفاده از این .در فصل چھارم با مفھوم حد آشنا شدیم 

مشتق یک ابزار. مفھوم اساسی ،بھ معرفی مفھوم مھم مشتق می پردازیم 

با مطالعھ. ریاضی برای اندازه گیریتغییرات متغیرھا نسبت بھ ھم است 

مشتق می توانیم آھنگ تغییراتی راکھ در مسائل مختلف پیش می آید تعیین

علاوه براین ،بھ کمک مشتق می توانیم ماکسیمم ومینیمم توابع را نیز .کنِیم 

. بررسی کنیم 

مقدمھ

www.pnu-club.com



:مثال ١-١-۵
وزن کودک با گذشت زمان تغییر می کند ، پس می توانیم آن را بھ عنوان تابعی 

بنامیم ،آنگاه تغییر وزن کودک w(t)اگر این تابع را. از زمان در نظر بگیریم 
در بازۀ زمانی           برابر است با  

وزن کودک در این بازۀ زمانی ، از تقسیم تغییر وزن  آھنگ متوسط تغییر
بنا براین . او بر طول این بازۀ بھ دست می آید 

                                      
در بازۀ زمانی   w(t)آھنگ متوسط تغییر                                   

 21 t,t

)t(w)t(w 12 

12

12

tt
)t(w)t(w
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:تعریف  ٢-١-۵
درو   ھردوعدد   برای. تعریف شده باشد  [a,b]در بازۀ  f فرض کنیم تابع 
 

تغییـراز   تا   xھنگامی کھ f(x)کھ                  ، تغییر مقدار  (a,b)بازه 
 

.در بازه        برابر            است  f است و آھنگ تغییرکند برابر           

:مثال  ٣-١-۵ 
باشد ، پس  rمساحت دایره ای بھ شعاع  f(r)فرض کنید  

آھنگ متوسط تغییر مساحت این دایره ، ھنگامی کھ شعاع آن از   بھ    تغییر کند
برابر است با 

bxxa 10 

0x

1x

1x

0x

)x(f)x(f 01 
01

01

xx
)x(f)x(f


  10 x,x

2r)r(f 

1r2r
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غییربنابراین ، اگر شعاع دایره از         بھ         تغییر کند ، اھنگ متوسط ت
مساحت آن برابر است با

بع در یک اکنون با استفاده از آھنگ متوسط تغییر یک تابع بھ تعریف مشتق تا
.       نقطھ می پردازیم 

)rr(
rr

rr
rr

)r(f)r(f

12

12

2
1

2
2

12

12









2r1 4r2 

 6)24(
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:تعریف  ۴-١-۵
اگر. را در نظر می گیریم  fدر دامنھ  aونقطھ  y=f(x)تابع 

می نامیم و با        نشان  aدر نقطھ  fمشتق تابع وجود داشتھ باشد ، آن را 
.می دھیم 

.می گوییم  مشتق پذیر x=aرا در  fمشتق داشتھ باشد ،  aدر نقطھ  fاگر تابع 

.می نامیم  مشتق پذیررا  fدر ھمھ نقاط دامنھ اش مشتق داشتھ باشد ،  fاگر تابع 

ax
)a(f)x(flim

ax 




)x(f 
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:حل
: داریم 

8)2x3(lim

2x
)2x)(2x3(lim

2x
4x4x3lim

2x
)812()x4x3(lim

2x
)2(f)x(flim)2(f

2x

2x

2

2x

2

2x2x



























 :مثال  ۵-١-۵
. بااستفاده از تعریف بھ دست آورید  x=2مشتق تابع                  را در نقطھ  x4x3)x(f 2 
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 :نکتھ  ٧-١-۵
برابر است با  x=aدر نقطھ  fدیدیم کھ مشتق تابع ۴-١-۵در تعریف 

)١(
ax

)a(f)x(flim)a(f
ax 






از طرفی.  f(x)=f(a+h)، پس x=a+h، بھ دست آوریم  h=x-aاگر قرار بدھیم 

را می توان بھ صورت  )١(اگر وتنھا اگر       ، در نتیجھ  

)٢ (

نیز بھ  )٢(را می توان از رابطھ  aدر نقطھ  fبنابراین ، مشتق تابع . نوشت 
.  دست آورد 

h
)a(f)ha(flim)a(f

0h






ax0h 
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:تعبیر ھندسی مشتق  ٨-١-۵

مفھوم مشتق یک تابع در یک نقطھ را می توان بھ شیب خط مماس در آن نقطھ 

و      P(a , f(a))و دو نقطھ y=f(x)برای روشن شدن مطلب ، تابع .تعبیر کرد 

Q(a+h , f(a+h))   را روی نمودارf  بھ شکل زیرتوجھ کنید. در نظر می گیریم.
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f(a+h)

f(a)

O                            a             a+h     

y=f(x)                              
Q                                                      خط مماس

P                   
M

h
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: نتیجھ  ٩-١-۵
نشان می دھیم m(a)کھ آن را با  x=aدر نقطھ  fشیب خط مماس بر نمودار )١
 

، بھ عبارت دیگر  x=aدر نقطھ  fبرابر است با مشتق تابع 

خطی است کھ بر خط مماس بر نمودار  x=aدر نقطھ  fخط عمود بر نمودار  )٢

پس اگر       شیب خط عمود بر نمودار در این نقطھ. در این نقطھ عمود است 

باشد ، داریم  

)a(f)a(m 

)a(m

)a(m
1)a(m 
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:تعریف ١١-١-۵
برابر است با  xدر نقطھ  f، مشتق تابع  ٧-١-۵بنابر

ّ متغیر می ن hدر این رابطھ ،  امیمرا ، کھ ممکن است مثبت یا منفی باشد ، نمو

hبھ ازای  fرا نمو تابع  f(x+h)-f(x)تفاضل.و آن را با نماد    نشان می دھیم

بنابراین می نویسیم . می نامیم و با      یا     نشان می دھیم 

  

y

h
)x(f)hx(flim)x(f

0h






x
ylim)x(f

0x 





f

  :نماد گذاری  ١٢-١-۵
را با نمادھای دیگری نیز نشان می دھند ،مانند xدر نقطھ y= f(x)مشتق تابع 

                          

x
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dx
dy

y dx
df y

xD

0                     x                                                  x+h                 

y=f(x)            

Q(x+h,f(x+h))

P(x,f(x))

hx 

y

,,,
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  این نمادھا و نماد    بھ معنای مشتق. توجھ کنید کھ نمادھای    و    کسر نیستند
 

.اند  xنسبت بھ متغیر  y=f(x)تابع 

 :تعریف  ١٣-١-۵
S=S(t)، بھ صورت  OSدر روی محور  Pفرض می کنیم معادلھ حرکت جسم 

.بیان شده است 

      S                                 P                        O       

dx
df

dx
dyy

xD

برابر است با    t =aلحظھ pسرعت متحرک

at
)a(s)t(slim)a(S)a(V

at 
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:مثال  ١۴-١-۵
سرعت .فرض کنید                 معادلھ حرکت جسمی روی خط مستقیمی باشد 

. بھ دست آورید  t =1این متحرک را در لحظھ

23 t2t)t(S 

7

)3t3t(lim

1t
)1t)(3t3t(lim

1t
3)t2t(lim)1(S)1(V

2

1t

2

1t

23

1t





















.قضیھ زیر رابطھ مشتق پذیری تابع و پیوستگی آن را در یک نقطھ بیان می کند 
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:قضیھ  ١۵-١-۵

.مشتق پذیر باشد ، آنگاه در این نقطھ پیوستھ است  x =aدر نقطھ  fاگر تابع 

:نکتھ  ١٧-١-۵
یعنی ممکن است تابعی. درست نیست  ١۵-١-۵توجھ کنید کھ عکس قضیھ  

برای مثال. در نقطھ ای پیوستھ باشد ولی در آن نقطھ مشتق پذیر نباشد 

x =0در   fنتیجھ می شود کھ تابع .                        را در نظر بگیرید 

مشتق پذیر نیست ، زیرا داریم  x =0پیوستھ است ، اما این تابع در 












0xx

0xx
x)x(f

)0(f0)x(flim
0x
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0x1

0x1

x
x

lim

0x
0x

lim
0x

)0(f)x(flim

0x

0x0x

اکنون بھ تعریف مشتقھای یک طرفھ یعنی ، مشتقھای چپ و راست تابع دریک 

.نقطھ ، می پردازیم 
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:تعریف  ١٨-١-۵
مشتقھای راست وچپ. باشد  fمتعلق بھ دامنھ تابع  aو y=f(x)فرض می کنیم 

را بھ ترتیب با نمادھای       و      نشان می دھیم و بھ صورت x =aدر fتابع 
.زیر تعریف می کنیم 

مشتقھای چپ وراســت را . مشروط بر اینکھ این حدھا وجود داشتھ باشند 

.می نامیم  مشتقھای یک طرفھ

)a(f

)a(f

h
)a(f)ha(flim)a(f

h
)a(f)ha(flim)a(f

0h

0h

















:قضیھ  ١٩-١-۵
.موجود است اگر وتنھا اگر      و      موجود ومساوی باشند       )a(f )a(f

)a(f
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:مثال  ٢٠-١-۵

پیوستھ است ولی در  x =1نشان بدھید کھ تابع                                در 

.این نقطھ مشتق پذیر نیست 

:حل 
داریم              

                                       

اکنون.پیوستھ است  x =1در  fاز                       نتیجھ می شود کھ 

.را محاسبھ می کنیم  x =1در   fمشتقھای راست و چپ 












1x2x2

1x1x3
)x(f

2

4)2x2(lim)x(flim

4)1x3(lim)x(flim

2

1x1x

1x1x













)1(f4)x(flim
1x
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 fتابع ١٩-١-۵برابر نیستند ، پس بنابر قضیھ  x =1در  fمشتقھای راست و چپ 

.مشتق پذیر نیست  x =1در 

4)4h2(lim
1

h4h2lim

h
42)h1(2lim

h
)1(f)h1(flim)1(f

33lim
3
h3lim

h
41)h1(3lim

h
)1(f)h1(flim)1(f

0h

2

0h

2

0h0h

0h0h

0h0h
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:تعریف  ٢٢-١-۵
مشتق پذیر می نامیم اگر  [a,b]را در بازۀ بستھ  fتابع 

١(f  در بازۀ باز(a,b)  مشتق پذیر باشد.

.مشتقھای یک طرفھ      و       وجو داشتھ باشند  )٢ )a(f )a(f
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:قضیھ  ٢-٢-۵
درھر عدد حقیقی مشتق پذیر است و داریم f(x) =ax+bتابع خطی 

a)x(f 

rx)x(f 
:قضیھ  ۴-٢-۵

مشتق پذیر است fعددی حقیقی است ،روی دامنھ تابع  rتابع             کھ درآن
وداریم

1rrx)x(f 

:قضیھ  ١-٢-5
، عدد حقیقی ثابتی است ، برابر صفراست cکھ درآن   f(x) =cمشتق تابع ثابت 

یعنی 
0)x(f 
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:حل 
 x>0را بھ ازای      بھ کار می بریم برای ھر ۴-٢-۵چون             ، قضیھ 

داریم 

 

2
1r  2)x(f 

2
11

2
1

x
2
1x

2
1)x(f




x2
1

x2

1

2
1 

:مثال ۵-٢-۵

.فرض کنید               ،      را بھ دست آورید  x)x(f )x(f 
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:قضیھ  ٧-٢-۵

مشتق پذیر باشند آنگاه g(x)و f(x)اگر توابع 

مشتق پذیر است وداریم  f(x)+g(x)مجموع  )الف

مشتق پذیر است وداریم  f(x)-g(x)تفاضل  )ب

مشتق پذیر است و داریم kf(k)، تابعkبرای ھر عدد حقیقی  )پ 

  )x(g)x(f)x(g)x(f 

  )x(g)x(f)x(g)x(f 

  )x(fk)x(kf 
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مشتق پذیر است و داریم f(x)g(x)حاصل ضرب  )ت

خارج قسمت        ،             مشتق پذیر است و داریم  )ث

، تابع         مشتق پذیر است وداریم nبرای ھر عدد طبیعی  )ج

  )x(g)x(f)x(g)x(f)x(g)x(f 

)x(g
)x(f)0)x(g( 

 2)x(g
)x(g)x(f)x(g)x(f

)x(g
)x(f 













  )x(f)x(nf)x(f 1nn 
 

)x(f n
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قضیھ تابع چند جملھ ای ٨-٢-۵

در تمام اعداد حقیقی مشتق پذیر است و داریم 

n1n
1n

2
n

0 axaxaxa)x(p  
 

1n
2n

1
1n

0 axa)1n(xna)x(p 
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 ) :قاعدۀ زنجیری(قضیھ  ١١-٢-۵

بمشتق پذیر باشند ، آنگاه تابع مرک u=g(x)و  y=f(u)اگر توابع 

y=(fog)(x)=f(g(x))=f(u)           

مشتق پذیر است و داریم 

بھ معنای و    uنسبت بھ متغیر  fدر رابطھ بالا ،        بھ معنای مشتق تابع 

این رابطھ را می توان بھ صورت زیر نوشت .است  xنسبت بھ  uمشتق 

 

du
df

dx
du

du
df)x)(fog(

dx
d

dx
dy



dx
du

uDyDyD xux 
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:مثال  ١٢-٢-۵
بھ  xرا نسبت بھ fو                   ، مشتق تابع فرض کنید                   

.آورید دست

7u3u2)u(f 24 5xx2u 3 

:حل 
بنابر قاعدۀ زنجیری داریم 

dx
du

du
df

dx
df


از طرفی 

1x6)5xx2(
dx
d

dx
du

)5xx2(6)5xx2(8

u6u8)7u3u2(
du
d

dx
df

23

333

324
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:مثال  ١٣-٢-۵
با استفاده از قاعدۀ زنجیری مشتق تابع                   را بھ دست آورید

5
3

2

)
1x
1x()x(f






  )1x6()5xx2(6)5xx2(8
dx
df 2333 

در نتیجھ بھ دست می آوریم 

:حل 
بنابر قاعدۀ زنجیری داریم.قرار می دھیم              و              5u)u(f 

1x
1xu 3

2
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23

24

3

223

4
3

2
4

5

)1x(
x2x3x

)1x(
)1x(x3)1x(x2

dx
du

)
1x
1x(5u5

du
)u(df

du
)u(df

dx
du

du
)u(df

dx
)x(df

















در نتیجھ بھ دست می آوریم

63

2442

23

24
4

3

2

)1x(
)x2x3x()1x(5

)
)1x(

x2x3x()
1x
1x(5

dx
)x(df
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:نتیجھ  ١۵-٢-۵
و        ،برای ھر عدد u=f(x)وقاعدۀ زنجیری و با فرض  ۴-٢-۵بنابر قضیھ 

خواھیم داشت  rگویای 
 

:مشتق گیری ضمنی  ١٧-٢-۵

را fاگر                     ، آنگاه معادلھ                                تابع 
ولی ھمھ توابع بھ طور صریح بھ صورت . تعریف می کند صریح بھ طور  

y=f(x)  معادلھ . بیان نمی شوند ً مثلا

)١(

.حل کرد  xیا بر حسب  yرا نمی توان بر حسب 

 5x3x4y)y,x(f 23 

)x(f)x(rf)]x(f[ 1rr  

5x3x4y 23 

0ye4xy5yx3x)y,x(F x23647 

ruy 

www.pnu-club.com



)٢(                                   F(x,y)=0
را بیابیم ، از xنسبت بھ yتعریف شده است اگر بخواھیم مشتق  ضمنیبھ طور 

دستور 

،   yبا فرض ثابت بودن  xنسبت بھ Fاستفاده می کنیم کھ در آن     مشتق تابع 
است ؛ این روش محاسبھ مشتق را  xبا فرض ثابت بودن  yنسبت بھ Fمشتق تابع 

بھ مثال زیر توجھ کنید  . می نامیم  ضمنیمشتق گیری 
 

y

x

F
F)x(fy 

XFyF

:مثال  ١٨-٢-۵
بھ طور ضمنی توسط معادلھ                                 بیان  y=f(x)تابع 

.شده است،       ، را محاسبھ کنید 

03yxyx2)y,x(F 423 

)x(f
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:حل 
برابر است با yبا فرض ثابت بودن  xنسبت بھ   Fمشتق   

برابر است با xبا فرض ثابت بودن  yنسبت بھ F، مشتق   

داریم   ١٧-٢-۵بنابراین ، طبق 

2222
X yx600yx6F 

XF

yF

33
y y4xy20y4xy20F 

3

22

y4xy2
yx6)x(f






در این روش از دو. مشتق این تابع را می توان بھ روش دیگری نیز محاسبھ کرد 

طرف تساوی
03yxyx2 423 
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برابر   xنسبت بھ yمشتق می گیریم ، و البتھ باید توجھ کنیم کھ مشتق   xنسبت بھ
نتیجھ می شود . است 

بھ دست می آوریم . معادلھ اخیر را نسبت بھ  حل می کنیم 

.مشاھده می کنیم کھ نتیجھ حاصل از دو روش یکسان است 

0yy4yxy2yx6 322 

y

3

22

y4xy2
yx6y
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:مشتق تابع سینوس  ١-٣-۵
است، cosxبرابر sinx، در این صورت مشتق تابع  f(x)=sinxفرض می کنیم 

یعنی
                                                     . xcos)x(sin

dx
d



:تعمیم  ٢-٣-۵
با استفاده از f(u)=sin u.باشد و xتابع مشتق پذیری از u=g(x)فرض می کنیم 

 بھ دست می آوریم  ١-٣-۵قاعدۀ زنجیری و 

dx
du

du
)u(df

dx
))x(g(df



dx
duucos

dx
du

du
)u(sind

dx
)u(sind
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)1x2x5sin()x(f 3 
:مثال  ٣-٣-۵

.       محاسبھ کنید  xرا نسبت بھ fفرض کنید                           ، مشتق

:حل
داریم ٢-٣-۵بنابر . قرار می دھیم                     1x2x5u 3 

)2x15()1x2x5cos(

)1x2x5(
dx
ducos

dx
du

du
)u(sind

dx
)x(df

23

3
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:تعمیم  ۵-٣-۵

باشد با استفاده از قاعدۀ زنجیری f(u)=cosuو  xتابع مشتق پذیری از  u=g(x)اگر 

نتیجھ می گیریم  ۴-٣-۵و 
dx
duusin)u(cos

dx
d



:مشتق تابع کسینوس  ۴-٣-۵

 . cosx=(x)فرض می کنیم 

xsin)x(cosدر این صورت 
dx
d
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xtan1xsec

xcos
1

xcos
xsinxcos

xcos
xsin)xsin(xcosxcos

)
xcos
xsin(

dx
d)x(tan

dx
d

22

22

22

2













xsecxtan1)x(tan
dx
d 22 

در نتیجھ داریم

:مشتق تابع تانژانت ۶-٣-۵

با استفاده از اتحاد مثلثاتی                    ، می توان مشتق تابع تانژانت را بھ 
.دست آورد 

xcos
xsinxtan 
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: تعمیم ٧-٣-۵
 ۶-٣-۵باشد ،آنگاه با استفاده از  f(u)=tanuو  xتابع مشتق پذیری از  u=g(x)اگر 

و قاعدۀ زنجیری بھ دست می آوریم 

dx
duusec

dx
du)utan1()u(tan

dx
d

2

2
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:قضیھ  ١-۵-۵
،برابر است با x>0کھ  f(x)=ln xمشتق تابع  )الف

x
1)x(ln

dx
d



باشد آنگاه xتابع مشتق پذیری از  u(x)>0اگر  )ب

dx
du

u
1)u(ln

dx
d
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:نتیجھ  ۵-۵-۴

و قاعدۀ زنجیری داریم ٢-۵-۵باشد ،آنگاه بنابر xتابع مشتق پذیری از u(x)اگر 

dx
)x(due

dx
d )x(u 

مشتق تابع نمایی ٢-۵-۵

.ھرگاه           آنگاه           

بھ عبارت دیگر مشتق تابع      برابربا خودش است.

xey xey 

xe
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اگر                  ، آنگاه     )ب

اگر                    ، آنگاه )پ

)xsin1ln(y 2

xsin1
x2sin

)xcosxsin2(
sin1
1y

2

x2









xtan3ey 

)xtan1(e

)xtan3(
dx
dey

2xtan3

xtan3









:مثال  ۵-۵-۵

داریم )ب( ١-۵-۵اگر                    ،آنگاه بنابر )الف )x4x3ln(y 2 

)4x6(
x4x3

1y 2 
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.تابع   : مشتق ٧-۵-۵
برای محاسبھ مشتق   از روش مشتق گیری.     a>0 ,فرض می کنیم        کھ

لگاریتم طبیعی بھ این منظور از دو طرف      . لگاریتمی استفاده می کنیم  

:می گیریم  

 lnaتوجھ کنید کھ . مشتق می گیریم  xسپس از دو طرف رابطھ اخیر نسبت بھ

بھ دست می آوریم . مقداری ثابت است 

یا 

در نتیجھ داریم 

xa

xay 

1a 

xa
xay 

alnxalnyln x 

aln
y
y



alnaalnyy x 

alna)a(
dx
d xx 
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 :نتیجھ  ٨-۵-۵

باشد، xتابع مشتق پذیری از u(x)و قاعدۀ زنجیری نتیجھ می شود کھ اگر  ٧-۵-۵از
آنگاه   

:مثال  ٩-۵-۵
برابر است با  ٨-۵-۵مشتق تابع            بنابر  )الف

dx
dualnaa

dx
d )x(u)x(u 

x5x3 2

2y 

)5x6(2ln2

)x5x3(
dx
d2ln2y

x5x3

2x5x3

2

2
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:مشتق تابع         ١٠-۵-۵

اگر                  اختیار شود کھ در آن      تابع مشتق پذیری ٨-۵-۵در دستور 
است ، بھ دست می آوریم  xاز 

)xcosxsin(3ln3

)xsinx(cos
dx
d3ln3y

xsinxcos

xsinxcos









xsinxcos3y 

)x(
alog)x(u 

برابر است با ٨-۵-۵مشتق تابع                بنابر  )ب

)(log
dx
dalna

dx
d )x(

a
log )x(

a 


)x(
alog

)x(
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از طرفی با توجھ بھ               رابطھ بالا بھ صورت زیر بھ دست می آید

کھ از آن بھ دست می آوریم 

این رابطھ را می توانیم بھ صورت زیر خلاصھ کنیم  

)x(a
)x(

alog 


)(log
dx
daln)x()x(

dx
d )x(

a


dx
)x(d

aln
1

)x(
1)(log

dx
d )x(

a







aln
1

)x(
)x()(log

dx
d )x(

a 
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:مثال  ١١-۵-۵
برابر است با ١٠-۵-۵مشتق تابع                          بنابر  )الف

برابر است با ١٠-۵-۵مشتق تابع                           بنابر  )ب

)4x5x(logy 23
2 

2ln
1

4x5x
x10x3

2ln
1

4x5x
)4x5x(y 23

2

23

23












)xcos32(logy 2
3 

3ln
1

xcos32
xcosxsin6

3ln
1

xcos32
)xcos32(y 22

2
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:حل 
از دو طرف معادلھ ، لگاریتم طبیعی می گیریم 

مشتق می گیریم  xاز دو طرف رابطھ اخیر نسبت بھ

در نتیجھ ، مشتق تابع عبارت است از 

)x4ln()x2x5(yln 23 

)x2x5(
x4

x2)x4ln()2x15(
y
y 3

2
22 






)]x2x5(
x4

x2)x4ln()2x15[()x4(y 3
2

22x2x52 3




 

:مثال  ١٣-۵-۵

.مشتق                         را محاسبھ کنید  x2x52 3

)x4(y 
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:تعریف  ١-۵-۶
  مــــشتق اولرا .      مشتق پذیر باشد  aدر نقطھ  y=f(x)فرض می کنیم تابع

در ایــن . فرض می کنیم                . می نامیم  aدر نقطھ  fتابع 
در نقطھ       صـحبت است و می توانیم درمورد مشتق   Aرویصورت   تابعی

نشان می نامیم وبا         یا        aدر نقطھ  fمشتق دوم را aمشتق  درنقطھ. کنیم 
را درصورتی  aمشتقھای مرتبھ ھای بالاتر در نقطھھمین ترتیببھ.می دھیم 
و        نشان می دھیم و آنھا را بـھ ... ، ،باشند با  داشتھکھ وجود

.  می گوییم  aام تابع در نقطھ  nو... مشتق ھای مرتبھ سوم ، چھارم ، ترتیب 
، اگر مشتق اول تابع          وجود داشتھ باشد آن nبنابراین برای ھر عدد طبیعی 

.  می نامیم و با نماد           نشان می دھیم  fام تابع  n رامشتق

)}x(fوجودداردx{A 

f 
Aa f  f 

)a(f )a(f )2(

)a(f )3()a(f )4()a(f )n(

)a(f )n(

)a(f 

)x(f )1n( 
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 :نماد گذاری  ٢-۵-۶
.را با     نشان می دھند f گاھی   را با    و )الف

ھمان طور کھ  را با نماد    نشان می دادیم ،   را کھ برابر            است  )ب

.بھ ھمین ترتیب      را با نماد      زیر می توان نشان داد . با      نشان می دھیم 

ھمچنان کھ    را با       نشان می دادیم ،                    را می تـوان بھ  )پ

. ترتیب با نمادھای                    نشان داد 

f 

f 

f 

dx
df

)1(f)0(f

f )
dx
df(

dx
d

2

2

dx
fd)n(fn

n

dx
fd

fDx
)2()3()n( ،f،fوf 

ff،،،DfوD 2
x

3
x

n
x 
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:مثال  ٣-۵-۶
.مشتق ھای اول تا سوم تابع                                را محاسبھ کنید 

:حل 

)1x2sin(4ex100e100

)1x2sin()2(2e)x10(x10e10))x(f()x(f

)1x2cos(2xe10)x(f

3x523x5

3x53x5

3x5

22

22

2













)1x2sin(e)x(f 3x5 2

 

)1x2cos(8)x103(xe10

)1x2cos()2(4e)x10(x100e)x2(100e)x10(10

))x(f()x(f

23x5

3x523x53x5

)3(

2

222
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:مقدمھ  ١-٧-۵
تابعی مشتق پذیر باشد بنابر تعریف مشتق داریم y=f(x)فرض می کنیم 

بنابر تعریف حد بھ ازای ھر     عدد مثبتی مانند   وجود دارد بھ طوری کھ

یا 

0

x
ylim

x
)x(f)xx(flim)x(f

0x0x 
















 )x(f
x
y0x0







x
x)x(fyx0
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بھ عبارت دیگر اگر    بھ اندازۀ. پس                در مقایسھ با    کوچک است 

کافی کوچک باشد ،         تقریب مناسبی برای    است ، یعنی می توانیم بنویسیم

یا 

بنابراین

x x)x(fy x

x)x(f y

x)x(fy 

x)x(f)x(f)xx(f 

x)x(f)x(f)xx(f

x)x(f)x(f)xx(f
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:تعریف  ٢-٧-۵
نشان می دھیم وبارابطھ dyرابا yمشتق پذیر باشد ، دیفرانسیل  y=f(x)ھرگاه تابع 

زیر تعریف می کنیم  

:دیفرانسیل متغیر  ٣-٧-۵

بھ صورت سادۀ ٢-٧-۵باشد ، آنگاه خواھیم داشت          و رابطھ  f(x)=xاگر 
برابــر xبا نمو  xمتغیر مستقل باشد دیفرانسیل  xیعنی اگر . در می آید         

:بھ صورت زیر بیان می شود  ٢-٧-۵در نتیجھ تعریف . خواھد بود 

بنابراین ،دیفرانسیل ھرتابع مشتق پذیر برابربا حاصل ضرب مشتق آن دردیفرانسیل
.متغیر مستقل است 

1)x(f 

x)x(fdy 

xdx 

dx)x(fdy 
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:مثال  ۴-٧-۵
برابر است با  y=ln (3x+4)دیفرانسیل تابع 

:مثال  ۵-٧-۵
با فرض           x=0را برای تابع                          در نقطھ  dyو    

.محاسبھ کنید 
 

:حل 
داریم 

dx
4x3

3dxydy




y7x4x3)x(fy 2 1/0dxx 

x4xx6)x(3

]7x4x3[])xx(4)xx(3[

)x(f)xx(fy

2

272
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و      بھ دست می آوریم x=0بھ ازای ھر 

ھمچنین داریم

بھ دست می آوریم dx=0/1و x=0بھ ازای

ً برای محاسبات تقریبی از مفھوم دیفرانسیل استفاده می شود بھ مثالھای زیر . معمولا
.توجھ کنید 

43/0)1/0(40)1/0(3y 2 

0x 

dx)4x6(dx)x(fdy 

4/0)1/0)(4)0(6(y 
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:مثال  ۶-٧-۵
.با استفاده از مفھوم دیفرانسیل مقدار تقریبی     را محاسبھ کنید 

:حل 
داریم ١-٧-۵بنابر . تابع            را در نظر می گیریم 

)١(

از طرفی داریم 

.بھ صورت زیر در می آید ) ١(بنابراین ، رابطھ 

)٢(

4 x)x(f 

4 18

4 3
4
3

4
1

x4

1x
4
1)x()x(f 



x)x(f)x(f)xx(f 

4 3
44

x4

xxxx 
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.نتیجھ می شود ) ٢(و         از رابطھ  x=16اکنون فرض می کنیم 

0625/2

0625/02
16
12

24

12
164

21618
4 124 3

44







2x 

:مثال  ٧-٧-۵
.با استفاده از مفھوم دیفرانسیل مقدار تقریبی         را حساب کنید  46sin

www.pnu-club.com



.پس                 و رابطھ بالا بھ صورت زیر در می آید 

.اکنون فرض می کنیم        و        یعنی                   رادیان باشد 
بھ دست می آوریم

xxcosxsin)xxsin( 

xcos)x(f 

45x 1x
180

14/3
180

x 




7194/0
0123/07071/0
180

14/3
2
2

2
2

180
14/345cos45sin)145sin(








:حل 
داریم ١-٧-۵، بنابر f(x)=sinxفرض کنید 

x)x(f)x(f)xx(f 
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:مفھوم خطا  ١٠-٧-۵
ً مقدار اندازه گیری شده با مقدار واقعي متفاوت است  این.در اندازه گیریھا معمولا

 خطای مطلقتفاوت را با    نشان داده می شود ، اعم ز اینکھ مثبت باشد یا منفی ، 

، می توان دقت اندازه گیری  خطای نسبیبا معیاری بانام . می نامیم  x اندازه گیری

 خطای درصداین خطا کھ بیشتر بھ صورت در صد بیان می شود ، . را بھتر سنجید 

.بھ تعریف زیر توجھ کنید . نامیده می شود صد خطایا در 

:تعریف  ١١-٧-۵
مر تکب شده ایم، مقدار     را  uمقدار خطایی باشد کھ در محاسبھ  duاگر 

.خطای نسبی و            را خطای درصد یا درصد خطا می نامیم 
u

du

u
du100

x
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:مثال  ١٢-٧-۵
سانتی متر ١/۵سانتی متر برابر  0/05طول ضلع مربعی با حداکثر خطای 

خطای نسبی و خطای درصد در محاسبھ مساحت این . اندازه گیری شده است 
.  مربع را محاسبھ کنید 

:حل 
.ds=2xdxو پس.مساحت مربع باشد  sطول ضلع مربع و xفرض می کنیم 

بنابراین ، خطای نسبی در محاسبھ . x=5/1و dx=0/05بنابر فرض مسئلھ داریم 

                                                                              مساحت این مربع  برابر است با

96/1)0196/0(100
s

ds100

0196/0
1/5

)05/0(2
x
dx2

x
xdx2

s
ds

2





2xs 

خطای درصد

خطای نسبی

www.pnu-club.com



اکنون با معرفی توابع چند متغیره بھ تعریف مشتقھای جزئی و دیفرانسیل کل تابع 

. می پردازیم 

:تعریف  ١۶-٧-۵

تا کنون با توابعی سر وکار داشتیم کھ تنھا بھ یک متغیر وابستھ بودند ، این دستھ

در صورتی کھ تابعی بھ بیش از یک متغیر . می نامیم  یک متغیرهرا توابع  توابع

.می گوییم  چند متغیره تابعبستگی داشتھ باشد، آن ا 
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از طرفی حجم مکعب مستطیل برابر حاصل ضرب طول ، عرض ، و ارتفاع آن 

است ، پس داریم 
                                    f(x,y,z)=xyz                            

.، تابع حجم مکعب مستطیل ،یک تابع سھ متغیره است  f(x,y,z)بنابراین 

برای مثال ، می دانیم کھ حجم یک مکعب مستطیل بستگی بھ طول ،عــرض،

 x، حجم مکعب مستطیل ، تابعی از طول  Vبھ عبارت دیگر. و ارتفاع آن دارد 

پس.آن است  zوارتفاع  yعرض

)z,y,x(fV 
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:مثال  ١٧-٧-۵
 yواحد نیروی کارو xفرض کنید در زمان معینی تعداد تولیدات کارخانھ ای با 

.واحد سرمایھ ، برابر                    باشد 

واحد سرمایھ ، چند واحد محصول ٨واحد نیروی کارو٢٧با بھ کارگیری  )الف 

تولید می شود؟
 

3
1

3
2

yx70)y,x(f 

نشان دھید کھ اگر مقادیر نیروی کار وسرمایھ دو برابر شود ، تعداد تولیدات  )ب 

.کارخانھ نیز دو برابر خواھد شد 
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:حل 
واحد سرمایھ برابر  ٨واحد نیروی کار و  ٢٧تعداد تولیدات کارخانھ بھ ازای  )الف

است با 

واحد سرمایھ برابر bواحد نیروی کار و aمقدار تولید حاصل از بھ کار گیری  )ب

واحد سرمایھ برابر 2bواحد نیروی کار و 2aمقدار تولید حاصل از بھ کارگیری  
f(2a,2b)  است و داریم

1260)2)(9(70)8()27(70)8,27(f 3
1

3
2



3
1

3
2

ba70)b,a(f 

)b,a(f2

ba)2(70

b)2(a)2(70)b2()a2(70)b2,a2(f

3
1

3
2

3
1

3
2

3
1

3
1

3
2

3
2

3
1

3
2
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:مثال  ١٨-٧-۵

فروشنده یک نوع ماشین حسابگر الکترونیکی در می یابد کھ تحت شرایط خاصی،
تعداد ماشینھای حسابگری کھ می تواند بفروشد از معادلھ 

f(p,t)=-p+60t-0/02pt

مبلغی بھ تومان است کھ tقیمت یک ماشین حسابگر و pبھ دست می آید کھ در آن 
تومان و  ١٠٠٠اگر قیمت ھر دستگاه ماشین حسابگر . صرف تبلیغات می شود 

تومان باشد ، فروشنده چند ماشین حسابگر می تواند بفروشد؟ ٢۵٠ھزینھ تبلیغات 

:حل 
تعداد ماشین حسابھایی کھ می تواند بفروشد برابر است با

f(1000250و)=-(250)(1000)0/02-(250)60+1000                
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:مشتقھای جزئی تابع دو متغیره  ١٩-٧-۵

باشد،مشتق جزئی yو xیک تابع دو متغیره از متغیرھای f(x,y)فرض می کنیم 
 

xfبا نماد    یا       نشان می دھیم و برابر مشتق  xنسبت بھ متغیر  f(x,y)تابع
x
f



f(x,y)   نسبت بھx ھنگامی کھ .تعریف می کنیمy ثابت وf(x,y) تنھا تابعی ازx  در نظر گرفـــتھ

نشان می دھیم کھ بنابر تعریف  را با   یا    yنسبت بھ f(x,y)مشتق جزئی تابع .شود

تنھا تابــعی f(x,y)ثابت و xھنگامی کھ yنسبت بھ  f(x,y)برابر است با مشتق تابع 
.فرض شود  yاز 

x
f



yf
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:مثال  ٢٠-٧-۵

.را محاسبھ کنید  fمشتقھای جزئی . فرض کنید                             32 y5xy2x3)y,x(f 

:حل 
برابر است با xنسبت بھ  fمشتق جزئی 

برابر است با yنسبت بھ  fمشتق جزئی 
y2x60y2x6fx 

22
y y15x2y15x20f 
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:مثال  ٢٢-٧-۵

.مشتق ھای جزئی                              را محاسبھ کنید  zyx xezeye)z,y,x(f 

:حل 

برابر است با  xنسبت متغیر  fمشتق جزئی 

برابراست با  zنسبت بھ متغیر  fمشتق جزئی 

yxyx
y zee0zeef 

zyzy
z xeexee0f 
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          :شـشم فصـل

  کاربـردھای مشتـق
:ھدف کلی

ھدف کلی فصل این است کھ با بعضی از کاربردھای مشتـق از جملھ تعیـین

توابع صعودی یانزولی،ماکسیموم ومینیموم نسبی و مطلق تابع،رسم نمودارتابع،

تقعـرومحدب ونقطھ عطف نمودار تابع ،وروش رفع ابھام از صورتھای مبھم 
.حـدی آشـنا شوید
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برای تابـع داده شده ،بازه ھایي را کھ تابع در آنھا صعـودی یا نـزولی)١
.است تعییـن کنیـد 

.نقـاط بحـرانی توابـع داده شده را تعییـن کنیـد )٢

شتق ماکسیـموم ومینیمـوم نسبی توابع داده شده را با استفاده از آزمون ھای      م )٣
.اول ودوم بھ دست آوریـد

ماکسیـموم و مینیـموم مطلـق توابـع داده شـده را در بـازه ھای  )۴
.مورد نظـرتعییــن کنیـد   

.تقعر وتحدب ونقطھ عطف احتمالی نمودارتابع داده شده را مشخص کنید )۵

.دمجانبھای افقی وقائم نمودار تابع داده شده در صورت وجود را تعیین کنی )۶

:ھدفھای رفتاری
:از شما انتظار مي رود کھ پس از پایان مطالعھ این فصل بتوانید
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.مجانبـھای مایل نمودار تابـع داده شده را در صورت وجود تعییـن کنیـد )٧

محـور ھای تقـارن ومرکز تقـارن نمودار تابـع داده شده را،در صورت )  ٨
.وجود، تعییـن کنیـد   
.نمـودار توابـع داده شـده را رسم کنیـد )٩ 

.از صورتــھای مبھم حــدی داده شده رفـع ابھام کنیـد )١٠

قضیھ ھوپیتال را در حالت ھای مختلف توضیح بدھید ودر مسائل )١١
.مربوط بھ کار ببرید     
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):آزمـون یکنوایي(قضیـھ ١-١-۶

.  مشتق پذیر باشند) a,b(پیوستھ و در بازه [a¸b]دربازه   fفرض مي کنیم تابع

.صعودی استfاگر برای ھر                   داشتھ باشیم                 ،آنگاه )١

.، نزولی  استfاگر برای ھر                    داشتھ باشیم                 ،آنگاه )٢

0)x(f 

)b,a(x0)x(f 

:مقدمھ

در این فصل کاربردھای.در فصل پنجم با برخی از کاربرد ھای مشتق آشنا شدیم

دیگری از مشتق را در تعیین بازه ھای صعودی ونزولی،نقاط ماکسیموم ومینیموم،

.تقعر وتحدب نمودار تابع،ودر رفع ابھام از صورتھای مبھم بیان مي کنیم
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نزولي صعودي









+



:حل
،داریم               وبرایx> 0چون                   روشن است کھ برای ھر

توجھ.روی     صعودی وروی      نزولی استfپس .داریم             x<0ھر 

مطالب بالا را می توانیم در جدول زیر .داریم            x=0کنید کھ بھ ازای 
              :               خلاصھ کنیم

x6)x(f 0)x(f 

0)x(f RR

0)x(f 

)x(f 

f(x)

0

0

:مثال٢-١-۶

روی چھ بازه ھایی fتعیین کنید .در نظر بگیرید Rتابع                   را روی 
.صعودی وروی چھ بازه ھایی نزولی است

5x3)x(f 2 
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  :حل
)الف

)ب

0x6)x(f 2  0x0x6 2 

2x,0x  0x6x3)x(f 2

:نتیجھ ۶-١-۶
برای تعیین بازه ھایي کھ تابع  ۴-١-۶وتعریف  -١-١-۶باتوجھ بھ قضیھ 

را بھ دست f(x)روی آنھا صعودی و یا نزولی است ، باید نقاط بحرانی تابع 

x(f( .آوردو علامت      راتعیین کرد 

:مثال
بحرانی توابع  نقاط

. را تعییـن کنیـد                        )ب                           )الف 2x3x)x(f 23  4x2)x(f 3 
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یاماکسیموم موضعی نسبی ماکسیمومیک x=cدر  fمی گوییم تابع :تعریف ١-٢-۶

باشد داشتھ باشیم cازبازه بازی کھ شامل  xاگربرای ھر.دارد

)x(f)c(f 

ماکسیموم نسبی cنمودارھای توابعی را نشان می دھند کھ در  ٢-۶و ١-۶شکلھای 
.              دارند

   

 

C C
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:  تعریف ٢-٢-۶
 xاگر برای ھر .دارد مینیموم موضعییا  مینیمـوم نسبـییک  x=cدرfمی گوییـم تابع 

باشد داشتھ باشیمcاز بازه بازی کھ شامل 

مینیموم نسبی  cنمودارھای توابعی را نشان می دھند کھ در  ۴-۶و ٣-۶شکلھای 
دارند

          
۴-۶شکل                                         ٣-۶شکل            

)x(f)c(f 

   



C C
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:تعبیـر ھند ســی نقاط اکسترمـوم ۶-٢-۶

مشتق پذیر باشد و cدر  fاین است کھ اگر تابع  ۴-٢-۶تعبیر ھندسی قضیھ
در نقطھ y=f(x)در این نقطھ اکسترموم نسبی داشتھ باشد ، آنگاه مماس بر

)c,f(c) ( توجھ کنید ۵-۶بھ شکل . افقی است.

y= f(x)                                                      

(c,f(c))                                                                            

c          d                                                                                  
۵-۶شکل                                                

خط مماس
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وجود fدرست نیست ،یعنی تابعی مانند  ۴-٢-۶عکس قضیھ :تذکر ٧-٢-۶
 
صفراست ولی این تابع دراین نقاط xدارد بھ طوری کھ        بھ ازای مقادیری از 

داریم. برای مثال فرض کنید                  .ماکسیموم یا مینیموم نسبی ندارد 

   

، x<1اما بھ ازای .،پس             x=1از معادلھ              نتیجھ می شود 

نھ ماکسیموم نسبی x=1درfدرنتیجھ . f(x)>0داریم  x>1وبھ ازای  f(x)<0داریم 

. دارد و نھ مینیموم نسبی  

)x(f 

3)1x()x(f 

2)1x(3)x(f 

0)x(f 0)1(f 
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ممکن است تابعی در نقطھ ای اکسترموم نسبی داشتھ باشد اما:نکتھ ٨-٢-۶
برای مثال فرض کنید. درآن نقطھ مشتق پذیر نباشد

.رسم شده است ۶-۶نموداراین تابع درشکل 
ماکسیموم نسبی دارد ، اما چون                              است، x=2درfتابع 

. در نتیجھ          وجود ندارد









2xx6
2x2x3

)x(f

3)2(f1و)2(f  

)2(f 


  ٢ ۶٠
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:نتیجھ ٩-٢-۶
تعریف شده باشد،شرط لازم برای اینکھ تابع cدر نقطھ  fفرض می کنیم تابع 

 f  در نقطھc  اکسترموم نسبی داشتھ باشد این است کھc  یک نقطھ بحرانی

.باشد،بھ عبارت دیگر          یا         موجود نباشد fتابع  0)c(f )c(f 

):آزمون مشتق اول برای اکسترموم ھای نسبی(قضیھ  ١٠-٢-۶

پیوستھ باشد) a,b(مانند  cدر بازه بازی از نقطھ بحرانی  fفرض می کنیم تابع 

ً در .مشتق پذیر باشد cو در تمام نقاط آن جز احتمالا

منفـی باشد آنگــاه          ) a,b(مثبـت ودربازه باز) a,c(اگر      در بازه باز)١

.یک ماکسیمـوم نسبـی دارد x=cدر 

)x(f 
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مثبـت باشد آنگــاه) c,b(منفـی و دربازه باز) a,c(اگر      دربازه باز )٢

F     درx=c یک مینیمـوم نسبـی دارد  .

ماکسیمـوم  x=cدر fبرقـرار نباشـد،آنگــاه ) ٢(و) ١(گر ھیـچ کدام ازا)٣

.یا مینیمــوم نسبـی ندارد   

)x(f 

:مثال ١٢-٢-۶
با استفاده ازآزمون مشتق اول،ماکسیموم و مینیموم نسبی تابع

                   
.را بدست آورید                                  12x6x

2
5x

3
1)x(f 23 
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:حل
مشتق این تابع برابراست با

نقاط بحرانی ٣و٢بنابراین . x=3و x=2ریشھ ھای معادلھ            عبارت اند از 
.اند fتابع 

.منقاط بحرانی تابع را درجدول قرارمی دھیم وآزمون مشتق اول را بھ کارمی بری

:            ند ازنتیجھ می گیریم مقادیرماکسیموم ومینیموم نسبی تابع بھ ترتیب عبارت

6x5x)x(f 2 

0)x(f 

3
50)2(fو

2
33)3(f 

نزولي











صعودي

 ماکسیموم نسبي مینیموم نسبي

+ +
صعودي

٠ ٠)x(f 

)x(f

x
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):آزمون مشتق دوم برای اکسترموم ھای نسبی(قضیھ١۶-٢-۶

ھمچـنین.باشد و            fیک نقطھ بحـرانی تابـع  cفرض می کنیـم 

وجـود cفــرض می کنیــم                در بـازه بـازی شامـل 

.داشـتھ باشـند

.ماکسیــموم نسبـی دارد cدر  fاگر             ،آنگــاه )١

.مینیــموم نسبـی دارد   cدر fاگر            ،آنگــاه )٢

0)0(f 

fوf 

0)c(f 

0)c(f 
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:مثال ١٨-٢-۶
با استفاده از آزمون مشتق دوم ماکسیـموم .فرض کنید                          

.                 را بھ دست آوریـد fو مینیـموم نسبی تابـع 

3x9x6x)x(f 23 

:حل
:برابر است با fمشتق اول تابع 

نقـاط  ٣و١بنابراین . x=3و x=1ریشھ ھای معادلھ            عبارت اند از

:مشتـق دوم این تابـع برابر است با.اند fبحـرانی تابع 

:  عبارت اند از ٣و١مقادیر تابع      در

9x12x3)x(f 2 

0)x(f 

12x6)x(f 

f 
0612)3(6)x(f

06126)x(f
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x=3ماکسیـموم نسبی ودر x=1در نتیجھ بنابر آزمون مشتق دوم ،این تابع در 

:مقادیر ماکسیمـوم ومینیمـوم نسبی عبارت اند از.مینیـموم نسبی دارد 

f(1)=7   ,      f(3)=3                                                                       

:  نکتھ ١٩-٢-6

داشتھ باشیم                  ،آزمون مشتق دوم اطلاعاتی از  fاگر در مورد تابع 

.بھ دست نمی دھد cماکسیموم نسبی یا مینیموم نسبی بودن 

.  در چنین مواردی باید از آزمون مشتق اول استفاده کرد

0)c(f)c(f 
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عبارت اند         fمشتق ھای اول ودوم .برای مثال ،فرض می کنیم                      
:از

ازطرفـی داریـم.است fنقطھ بحرانی تابع ٢پس .x=2از          نتیجھ مـی شود   
برای تعیین ماکسیموم یا مینیموم نسبی تابع بـاید ازآزمون .                    

.مشتق  اول استفاده کرد

1)2x()x(f 4 

2

3

)2x(12)x(f
)2x(4)x(f





0)x(f 

0)2(f)2(f 









نزوليصعودي

 مینیموم نسبي

)x(f 

)x(f

٠

x
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:مقدار این مینیموم برابر است با.مینیموم نسبی دارد x=2در fتابع 
                                                                        f(2)=1

.رسم شده است ١٠-۶در شکل  fنمودار تابع 















١

١ ٢

1)2x()x(f 4 

x
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:تعریف ٢٢-٢-۶

.درنظر می گیریم fرا دردامنھ تابع  dو cواعداد  fتابع 

 xمی نامیم،اگر برای ھر  روی دامنھ اش fماکسیموم مطلق تابع را   f(c))الف

:داشتھ باشیم fاز دامنھ تابع 

می نامیم،در صورتی کھ برای روی دامنھ اش fمینیموم مطلق تابع را  f(d) )ب

:داشتھ باشیم fاز دامنھ تابع  xھر 

 .ماکسیموم مطلق یا مینیموم مطلق تابع را اکسترموم مطلق تابع نیز می گوییم

)x(f)c(f 

)x(f)d(f 
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.ازاثبات این قضیھ صرف نظر می کنیم.قضیھ زیر این شرایط را معرفی می کند

:قضیھ ٢٣-٢-۶

روی اینبازه دارای ماکسیموم و fپیوستھ باشد،آنگاه [a¸b]در بازه بستھ  fاگر تابع 

.مینیموم مطلق است 

 توجھ کنید کھ می توان تابعی مانندf  با دامنھI  یافت کھf  رویI اکسترموم

 Iروی  fدارای شرایط خاصی باشند،آنگاه تابع  Iو fولی اگر.مطلق نداشتھ باشد

.دارای اکسترموم مطلق خواھد بود
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:روش تعیین اکسترموم ھای مطلق تابع

،درصورتی کھ  [a¸b]روی بازه بستھ  fبرای تعیین ماکسیموم ومینیموممطلق تابع 

f دربازه باز)a,b ( مشتق پذیر باشد،ابتدا بھ کمک آزمون مشتق اول یا آزمون مشتق

.دوم،ماکسیموم و مینیموم ھاینسبـی این تابع را دربازه داده شده بھ دست می آوریم

را محاسبھ وآنھا را با ماکسیموم ومینیموم ھای نسبی تابع f(b)و f(a)سپس مقادیر

.مقایسھ می کنیم

خواھد  fکوچکترین این مقادیر،مینیموم مطلق و بزرگترین آنھا ماکسیموم مطلق تابع 

.بود
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.بھ مثال زیر در این مورد توجھ کنید

:مثال  ٢۵-٢-۶
بھ  [3¸0]ماکسیموم ومینیموم مطلق تابع                          را دربازه بستھ 

.دست آورید
x12x9x2)x(f 23 

:حل
:برابر است با fمشتق تابع 

نقاط  ٢و١،وبنابراین  x=2و x=1ریشھ ھای معادلھ              عبارت اند از 
.بحرانی تابع اند

.اکنون آزمون مشتق اول را بھ کار می بریم وجدول زیررا تشکیل می دھیم
 

12x18x6)x(f 2 

0)x(f 

صعودي

++

 مینیموم نسبي ماکسیموم نسبي

صعودي











نزولي


x

0

0

0)x(f 

)x(f

www.pnu-club.com



.مینیموم نسبی دارد x=2ماکسیموم نسبی و در  x=1در fدرجدول دیده می شود کھ 

:مقادیراین ماکسیموم ومینیموم نسبی بھ ترتیب برابرند با
f(1)=5                                                              

f(2)=4                                                              

:برابرند با ٣و٠مقادیر تابع درنقاط 
f(0)=0   ,     f(3)=9                                          

:بنابراین داریم

f(0)=0  ,  f(1)=5  ,  f(2)=4 ,  f(3)=9                

 در نتیجھf(0)=0  مینیموم مطلق وf(3)=9  ماکسیموم مطلق تابعf است.
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مقعرمی نامیم ھرگاه (a,f(a))را درنقطھ  y=f(x)نمودارتابع :تعریف ١-٣-۶

.موجود باشد       )١

دربالای خط مماس برنمودار دراین x=aدربازه بازی شامل  fنمودار تابع  )٢

.نقطھ قرارگیرد

مقعـراست نشـان Mبخشی از نمودار یک تابع را کھ در نقطھ  ١١-۶شکل 
.می دھد

)a(f 
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fمقعـرباشد،می گوییـم نمـودار Iدر ھرنقطـھ ازبازه  fاگرنمـودار تابع 

.مقعـر است  Iروی بازه  

(a,f(a))

M

a
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:تعریف   ٢-٣-۶
:می نامیم اگر محدب) a,f(a)(را در نقطھ  y=f(x)نمودارتابع  

.موجود باشد)         ١

درپایین خط مماس بر x=aدربازه بازی شامل  fنمودارتابع ) ٢ 

.نمودار در این نقطـھ واقـع شود    

)a(f 

بخشی از نمودار١٢-۶شکل 

یک تابع را نشان مـي دھد،

.محـدب است Nکھ درنقطھ 

y
(a,f(a))

N

a

f(a)

xo

١٢-۶شکل 
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.قضیھ زیرآزمونی برای تعیین تقعـرو تحدب یک منحنی بھ دست می دھد

 .از اثبات این قضیـھ صرف نظر می شـود

:قضیھ ٣-٣-۶
دارای  مشتقھای اول و x=cروی بازه بازی شامل  fفرض می کنیم تابع 

.دوم باشد

0)c(f 

0)c(f 

روی fمحدب باشد،می گوییم نمـودار Iدرھرنقطھ ازبازه  fاگرنمودارتابع 

.محدب است Iبازه 

.مقعــر است) c,f(c)(درنقطھ  fاگر             ،آنگاه نمودار)١

.محـدب است) c,f(c)(در نقطھ  fاگر            ،آنگاه نمودار)٢
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:مثال ۴-٣-۶
ی تعیین کنید نمودارتابع                        درچھ بازه ای  محـدب و درچھ بازه ا

.                     مقعــر است
234 xx2x)x(f 

:حل
مشتقھای اول ودوم تابع برابر است با

2x12x12)x(f

x2x6x4)x(f

2

23





. ریشھ ھای            عبارت اند از                       0)x(f 
6

و33
6

33 

x

o o

مقعر محدب مقعر





6

33
6

33

)x(f 

)x(f
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دربـازه ھای                               مقعـر و دربازه  fبنابراین،نمـودار
                    

.  محـدب است                      

)
6

,(و),33
6

33( 




)
6

33,
6

33( 

:تعریف ۵-٣-۶

می نامیم اگر fرا نقطھ عطف نمودارتابع ) a,f(a)(نقطھ 

.موجود باشد        )١

ازاین بازه xوجود داشتھ باشد بھ گونھ ای کھ بھ ازای ھر aبازه بازی شامل ) ٢

.آنگــاه               x<aآنگــاه            واگر  x>aاگر) الف

یا

.آنگــاه                x<aآنگــاه             واگر  x>aاگر) ب

)a(f 

0)x(f 0)x(f 

0)x(f 0)x(f 
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یک  Aبخشی ازنمودارتابـعی را نشان می دھند کھ  ١۴-۶و ١٣-۶شکلھای 

.نقطھ عطف آن است

ao

f(a)

x

y

x

y

f(a)
A

ao

١٣-۶شکل ١۴-۶شکل 
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:مثال ٨-٣-۶
بازه ھـایی را کھ نمودارتابـع                               در آنھا مقعر 

.نقاط عطف نمـودارتابع را نیزبھ دست آورید.یا محـدب است تعیین کنید

1x7x3x2)x(f 23 

:حل
:امشتقھای اول ودوم تابع برابراست ب

6x12)x(f

7x6x6)x(f 2





. ریشھ معادلھ           عبارت است از            0)x(f 
2
1x 



مقعر
نقطھ عطف

محدب

o)x(f 

)x(f


2
1x

www.pnu-club.com



.بنابراین ،نمودارتابع دربازه            محـدب ودربازه             مقعراست 

. نقطھ           نقطـھ عطـف نمودارتـابع است 

)
2
1,( ),

2
1( 

)5,
2
1(

:قضیھ ١١-٣-۶
نقطھ عطف) a,f(a)(مشتق پذیرو aدربازه بازی شامل  fفرض می کنیم تابع 

a(f(اگر      موجود باشد آنگاه.باشد fنمودار تابع  0)a(f 

:روش تعیین نقاط عطف نمودار تابع ١٣-٣-۶
ھایی ازدامنھ تابـع را x،باید  fبرای تعیین نقاط عطف احتمالی نمودارتابع 

بررسی کنیم کھ بھ ازای آنھا

.              )الف

.  وجود نداشتھ باشد          )ب

0)x(f 

)x(f 
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:مقدمھ ١-۶-۴
دراین بخش ابتدا خلاصھ ای ازمفاھیم مجانب ومحورتقارن ومرکزتقارن را

.یادآوری می کنیم وسپس روش رسم نمـودارتوابع را توضیـح می دھیم 

:تعریف ٢-۶-۴
ھنگامی کھ         یا          fاگرتابع . را درنظرمی گیریم  y=f(x)تابع 

را مجانب قائـم x=aیا            بھ        یا         میل کند،آنگاه خط 
. می نامیم fنمودار

 ax ax 

ax 

درتابع             ،اگرصورت ومخرج عامل مشترکی نداشتھ باشند،مجانب

. بھ دست می آید q(x)=0ازحل معادلھ  fقائم نمودار

)x(g
)x(p)x(f 
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:مثال ٣-۶-۴
.                         دمجانبھای قائم تابع                         را تعیین کنی

)2x)(1x(
3x)x(f 2 




:حل
درنتیجـھ.-٢، -١، ١ریشھ ھای معـادلھ                     عبارت اند از 

عبارت اند ازخـط ھای  fمجانبـھای قائم نمودار ٢-۴-۶بنابـر تعریـف    
                      

0)2x)(1x( 2 

2x,1x,1x 

:تعریف ۶-۴-۵ 

ھنگامی کھ              یا               fاگرحــد تابع .را درنظرمی گیریم y=f(x)تابع 

را مجانب افقی  y=bخط باشد ، آنگـاه ، bمسـاوی عـدد حـقیقی  

.می نامیم fنمودار

x

x
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.    مجانب افقی نمودارتابع                       را تعیین کنید:مثال ۶-۴-۶
7x5x2
1x3x4)x(f 2

2






:حل
داریم

2
7x5x2
1x3x4lim)x(flim

2
2
4

x
7

x
52

x
1

x
34

lim

7x5x2
1x3x4lim)x(flim

2

2

xx

2

2

x

2

2

xx
























.است fمجانب افقی نمودار y=2،خط  ۵-۴-۶درنتیجھ ،بنابرتعریف 
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:تعریف ٨-۶-۴
وقتی کھ          یا             fاگر حد تابع.را در نظر مي گیریم y=f(x)تابع 

 
دارای خط مجانـب fبھ       یا          میل کند،ممـکن است نمــودارتابع 

.باشد y=ax+bمایلی با معادلھ 

.برای تعییـن این خط مجانـب مایل بھ یکی از دو روش زیر عمل می کنیـم

x x



سپس.می نامیم aابتدا            را محاسبھ می کنیم وآن را )١

معادلھ خط مجانـب  y=ax+bمعادلھ .می نامیم bرا محاسبھ می کنیم وآن را 

.  است fمایـل نمودار

x
)x(flim

x 
)ax)x(f(lim

x




ً مشابھ حالت            است .  حالت           نیزکاملا xx
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یشت )٢ ِ رازدرمورد تابع گویای                 ،اگردرجھ تابع صورت یک واحد ب

.            درجھ تابـع مخرج باشد، از تقسیـم کردن صورت بر مخرج بھ دست مي آوریم
)x(q
)x(p)x(f 

)x(q
)x(rbaxy 

دراین صورت معادلـھ .کمتـر است q(x)از درجھ  r(x)کھ درآن درجھ 

y=ax+b  معادلھ خط مجانب مایل نمودارf خواھد بود .
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:تعریف ١٢-۶-۴
.را درنظرمی گیریم f(x,y)=0معادلھ  

نمودارمعادلھ ھا محورتقـارن xمحورمعادلھ تغییرنکند، ) y-(بھ  yاگربا تبدیل )١

f(x,y)=0 است.

نمودارمعادلھ ھا محورتقارن yمحور معادلھ تغییر نکند،) (x–بھ  xاگربا تبدیل )٢

f(x,y)=0 است.

نمـودار محورتقارن y=xخط  معادلھ تغییرنکند، xبھ  yو yبھ  xاگربا تبدیل )٣

.است f(x,y)=0معادلھ 
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مبدأ مختصات مرکزتقارنمعادلھ تغییرنکند، ) y-(بھ  yو) x-(بھ  xاگربا تبدیل  )۴

. است f(x,y)نمودار معادلھ 

:    است اگر f(x,y)محورتقارن نمودارمعادلھ  x=aخط  )۵

)y,x(f)y,xa2(f 

:است اگر f(x,y)نمودارمعادلھ  محورتقارن y=bخط )۶

)y,x(f)yb2,x(f 

:است اگر f(x,y)مرکزتقارن نمودارمعادلھ  (a,b) نقطھ)٧

)y,x(f)yb2,xa2(f 

www.pnu-club.com



:مثال ١٣-۶-۴
:   معادلھ                تغییرنمی کند، زیرا) y-(بھ  yبا تبدیل  )الف 1yx2 2 

1yx2)y(x2 22 

.ھامحـورتقارن نمـودارمعادلھ است xپس محـور 

:    معادلھ              تغییـرنمی کند، زیرا) x-(بھ  xبا تبدیـل  )ب 5x2y 2 

y5x25)x(2 22 

.ھا محور تقارن نمــودار معادلھ است yدرنتیجھ محـور
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3xyمعادلھ              تغییـرنمی کند زیـرا  xبھ  yو  yبھ  xبا تبدیل  )پ 

3xyyx 

. بنابراین، خط         محورتقــارن نمـودار معادلھ است xy 

معادلھ           تغییر نمی کند زیرا از) y-(بھ yو ) x-(بھ  xبا تبدیل  )ت

.      نتیجھ می شود          ،درنتیجھ مبدأ مختصات مرکزتقارن نمودارمعادلھ است

3xy 

33 x)x(y 

3xy 
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خـط              محـورتقارن نمـودار                         است زیرا  )ث
a2
bx 

cbxax)x(f 2 

cbxax

cbx
a
b)xx

a
b2

a
b(a

c)x
a
b(b)x

a
b(a)x

a
b(f

2

2
2

2

2

2







محل تلاقی مجانبھای قائم وافقی نمودار                     ،یعنی نقطـھ )ج

:است زیرا f،مرکزتقارن نمودار             

dcx
bax)x(fy






)
c
a,

c
d(

d)x
c

d2(c

b)x
c

d2(a
)x

c
d2(f
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y
c
a2

)x(f
c
a2

dcx
bax

c
a2

)dcx(c
)bax(c)dcx(a2

)dcx(c
bcacxacx2ad2

)dcx(c
bcacxad2

cdxccd2
bcacxad2

2
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رسم نمودار توابع ١۵-۶-۴

،)               معادلھ(برای رسم نمودار تابع صریح             یا تابع ضمنی 

.  بھ ترتیب زیرعمـل می کنیم

)x(fy 0)y,x(f 

.دامنھ تابع را تعیین می کنیـم )١

.محورھای تقارن ومرکزتقارن نمودارتابع را درصورت وجود بھ دست می آوریم) ٢ 

.مجانبھای نمودار تابع را درصورت وجود تعییـن می کنیـم) ٣ 

.بازه ھایی را کھ نمودارتابع درآنھا صعودی یا نزولی است تعیین می کنیم )۴
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.نقاط اکسترموم ماکسیموم ومینیموم نسبی ومطلق تابع را بھ دست می آوریم )۵

.نقاط عطف نمودارتابع را درصورت وجود پیدا می کنیم )۶

.بازه ھایی را کھ نمودارتابع درآنھا مقعریا محدب است تعییـن می کنیم )٧

. اطلاعات حاصل را دریک جدول می نویسیم )٨

از تابـع ،منحـنی ھمـواری) کمکی(با اختیـارکردن چند نقطھ دلبخـواه  )٩

.از نقـاط بھ دست آمده رسـم می کنیـم
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:مثال ١۴-۶-۴
.       نمودار تابع                                  را رسم کنید 4x3x5x)x(f 23 

:حل
برابرند با fمشتقھای اول ودوم تابع 

10x6)x(f

3x10x3)x(f 2





. از            نتیجھ می شود                        0)x(f 
3
1x3وx 

.از            نتیجھ می شود            0)x(f 
3
5x 
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x
)x(f 

)x(f

)x(f 


3
1

3
53



 o

o

صعودی محدب نزولی محدب نزولی مقعر صعودی مقعر

o

ماکسیموم نسبینقطھ عطفمینیموم نسبی

27
121

27
75 
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۵

o

-5

-5 x

y

١۵-۶شکل 
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:مثال ١٧-۶-۴
.      نمودار تابع                    را رسم کنید

x
1x9)x(f 

:حل
:برابرند با fمشتقھای اول و دوم تابع 

3

2

2

2

x
2)x(f

x
1x9

x
19)x(f






x

)x(f

)x(f 

)x(f 


3
1

3
1

o



 o o

وجود ندارد

وجود ندارد

صعودی ومحدبنزولی و محدبنزولی و محدبصعودی ومقعر

ماکسیموم نسبیمینیموم نسبی
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.روشن است کھ خط           مجانب مایل نمودار                است x9y 
x
1x9y 

ازطرفی داریم 













)
x
1x9(lim)x(flim

)
x
1x9(lim)x(flim

0x0x

0x0x

.است fھا مجانب قائم نمودار  yیعنی محور x=0پس 
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o

)6,
3
1(

)6,
3
1( 

x9y 

١۶-۶شکل 

x

y
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:مثال ١٨-۶-۴
.   نمودار تابع                              را رسم کنید









2x)x2(
2x)2x(3

)x(f 3

2

:حل
برابرند با  fاول و دوم  مشتقھای



















2x)x2(6
2x6

)x(f

2x)x2(3
2x)2x(6

)x(f 2

برابرند با ٢در fمشتقھای چپ وراست . x=2از           بھ دست می آوریم 

وجـود  ٢،             بنابـراین           ،یعنی تابـع       در             

.    وجود ندارد زیرا                         ٢دارد ولی         در

0)x(f 

0)2(f 0)2(f 0)2(f f 

)x(f 0)2(f6و)2(f  
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برای رسم دقیق نمودارتابع،

از چـند نقطـھ دلبـخواه

 )٣,-١(، )٣,١(، )٠,١٢( 

.کمک گرفتیم

)x(f 

)x(f 

)x(f

x  2
 وجود ندارد

o 

مقعر و نزولیمحدب و نزولی

نقطھ عطف

٢١ ٣

٣
١٢٠

١٧-۶شکل 

o
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:مقدمھ ١-۶-۵
ممـکن است ھنـگام محاسـبھ حد بعضـی ازتوابـع با صـورتھـایی

این صورتـھارا .مانند                                      مواجـھ شویم

دراین بخش باروش رفع ابھام از.می نامیم صورتھای مبھـم یا نامعیـن
.این صورتھای مبھـم آشنا می شویـم

0
1و،0،،0،،0 00






:تعریف ٢-۶-۵
داشتھ باشیم                                ،آنـگاه gوfتوابع  اگردرمورد

برای رفع ابھام ازاین صورت.بھ صورت مبھـم     درمی آید            

.    مبھـم، قضیھ زیررا بھ کارمی بریم

0)x(flim0و)x(glim
axax




)x(g
)x(flim

ax0
0
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دربازه gو fفرض می کنیم توابع ):قاعده ھوپیتال(قضیھ  ٣-۶-۵

ً درخود  Iمانند  aبازی شامـل نقطھ  .،مشتـق پذیـر باشنـد a، جزاحتمالا

.داشتھ باشیم              Iھمچنین فرض می کنیم بھ ازای ھر           در

دراین صورت، اگر                              ،اگر             وجـود

:داشتھ باشد آنگاه

ax 0)x(g 

0)x(flim0و)x(glim
axax


)x(g

)x(flim
ax 




)x(g
)x(flim

)x(g
)x(flim

axax 
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:مثال ۶-۵-۴
.    حـد                       را محاسبھ کنید

5x3x2
3x2xlim 2

2

1x 




:حل
چون

نیز برقراراست،می توانیم قاعده ھوپیتـال را بھ  ٢-۵-۶وشرایط قضیھ 

:کار ببریم

0)5x3x2(lim,0)3x2x(lim 2

1x

2

1x




7
4

3x4
2x2lim

5x3x2
3x2xlim

1x2

2

1x
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درایـن .داشتـھ بـاشیم             x>Nبھ علاوه فرض می کنیم برای ھر

:صورت اگر                               واگر             موجود باشد آنگاه

0)x(g 

0)x(flim0و)x(glim
xx


)x(g

)x(flim
x 




)x(g
)x(flim

)x(g
)x(flim

xx 





.قضیھ در حالتی کھ               نیز برقـرار است x

):قاعده ھوپیتـال(قضیھ  ٩-۶-۵

عدد ثابت مثبتی است،  N،کھ  x>Nبھ ازای ھر gو fفرض می کنیـم دو تابع 

.مشتـق پـذیرباشند
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:مثال ١٠-۶-۵

.         حـد                    را درصورت وجود،محاسبھ کنید

x
2

x
3sin

lim
x









:حل
:داریم ٩-۵-۶چون                                     ، بنابرقضیھ  0

x
3sinlim0و

x
2lim

xx












2
3

2
x
3cos3

lim

x
2

x
3cos

x
3

lim

x
2

x
3sin

lim
x

2

2

xx
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:صورت مبھم      ١٢-۶-۵

داشتھ باشیـم gو fاگردرمورد توابع 

، آنگاه                 بھ صورت مبھم                                    

     ده برای رفع ابھام ازاینگونھ صورتھاي مبھم از قضیـھ زیر استفا.درمی آید

.مي کنیم







)x(flimو)x(glim
axax)x(g

)x(flim
ax
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):قاعده ھوپیتال(قضیھ ١٣-۶-۵
ً در Iمانند  aدربازه بازی شامل نقطھ  gو fفرض می کنیم توابع  ، a،جزاحتمالا

درایـن .داشـتھ باشیم             Iمشتـق پذیرباشند وبھ ازای ھر         در

واگر             وجود داشتھ:                                     صورت اگر

:باشد،  آنگاه 

ax 0)x(g 




)x(flimو)x(glim
axax)x(g

)x(flim
ax 




)x(g
)x(flim

)x(g
)x(flim

axax 





.قضیھ درحالتی کھ ھمھ حدھا ،حدھای راست یا حدھای چپ باشند نیزبرقراراست
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):قاعده ھوپیتال(قضیھ ١۶-۶-۵

عدد ثابت مثبتی است، Nکھ  x>Nبھ ازای ھر gو fفرض می کنیم توابع 

دراین صورت.داشتھ باشیم              x>Nمشتق پذیرباشند وبھ ازای ھر

اگر                                     واگر

0)x(g 




)x(flimو)x(glim
xx)x(g

)x(flim
x 




)x(g
)x(flim

)x(g
)x(flim

xx 





.قضیھ درحالتی کھ            نیز برقرار است x

:موجود باشد آنگاه
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:مثال ١٧-۶-۵

.                     حـد                        را درصورت وجود بیابید
x5e

4x3x2lim x

2

x 




:حل
چون                                                         با استفاده از

. قاعده ھوپیتال بھ دست می آوریم




)4x3x2(limو)x5e(lim 2

x

x

x

5e
3x4lim

x5e
4x3x2lim xxx

2

x 
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اما چون                                                ،یک باردیگرازقاعده 

:ھوپیتال استفاده می کنیم،خواھیم داشت

  


3x4limو)x5e(lim
x

x

x

0
e
4lim

5e
3x4lim xxxx







:درنتیجـھ خواھیم داشت

0
x5e

4x3x2lim x

2

x
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:صورت مـبھم         ١٩-۶-۵
داشتھ باشیم                                   ،آنگاه حد gو fاگردرمورد تـوابع 

برای رفع ابھـام ،تابـع .بھ صـورت مبھم           درمی آید                  

: را بھ یکی ازدو صورت  f(x).g(x)حاصلضرب 

0
0)x(flimو)x(glim

axax




)x(g)x(flim
ax0

)x(g
1

)x(f)x(g).x(f  یا

)x(f
1

)x(g)x(g).x(f 

.می نویسیم
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بھ این ترتیب حد مورد نظربھ یکی ازصورتھای مبھم     یا     تبدیل می شود

.کھ درھردو حالت می توانیم قاعده ھوپیتال را بھ کارببریم 
0
0




یکی ازنمادھای        یا       را داشـتھ aدرصورتی کھ بھ جای عدد حقیقی 

.  باشیم نیزمی توانیم ھمین روش را برای رفع ابھام بھ کارببریم



:مثال ٢٠-۶-۵

  .محاسبھ کنید را              











x
1

0x
e1xlim
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:حل
: چون                                  ،می نویسیم 0xlimوe1lim

0x
x
1

0x











 

x
1
e1lime1lim

x
1

0x
x
1

0x













 

. حد سمت راست بھ صورت مبھم    است،پس قاعده ھوپیتال را بھ کارمی بریم

















 

x
1

0x

2

x
1

2

0x

x
1

0x
elim

x
1

e
x
1

lim

x
1
e1lim

:درنتیجھ خواھیم داشت 













x
1

0x
e1lim
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:صورت مبھم          ٢٢-۶-۵

داشتھ باشیم gو fاگردرمورد توابع 

،آنگاه                    بھ صورت مبھم                             

برای رفع ابھام ازاین صورت مبھم،آن را بھ یکی ازدو صورت مبھم       .درمی آید

.یا     تبدیل می کنیم    

، یکی ازنمادھـای      یا       را داشـتھ  aدرصورتی کھ بھ جای عدد حقیقي 

ز این در دو مثال زیرروش رفع ابھام ا.باشیم ، نیز بھ ھمین ترتیب عمل می کنیم

.گـونھ صورتھای مبھم توضیح داده شده است






)x(glim)x(flim
axax )x(g)x(flim

ax





0
0
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:حل
. ابتدا مخرج مشترک می گیریم.این حد بھ صورت مبھم            است 

 1ex
x1elim

1e
1

x
1lim x

x

0xx0x 











 

: بنابر قاعده ھوپیتال داریم.حد اخیر بھ صورت مبھم     است
0
0

  1xee
1elim

1ex
x1elim xx

x

0xx

x

0x 






 

:                 مثال ٢٣-۶-۵

   .را محاسبھ کنید                








 1e
1

x
1lim x0x
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2
1

x2
1lim

xee2
elim

1xee
1elim

0x

xx

x

0xxx

x

0x




















2
1

1e
1

x
1lim x0x












:درنتیجـھ بھ دست می آوریم

این حد نیزبھ صورت مبھم     است، پس یکباردیگرقـاعده ھوپیتـال را 
0.بھ کارمی بریم

0
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:مثال ٢۴-۶-۵
.  حـد                    را محاسبھ کنید 



 


xcot

x
1lim

0x

:حل
: می نویسیم.این حد بھ صورت مبھم             است 

xtanx
xxtanlim

xtan
1

x
1limxcot

x
1lim

0x0x0x






 



 

 

.ازقاعده ھوپیتال استفاده می کنیم.حد سمت راست بھ صورت مبھم      است
0
0

xsecxxtan
1xseclim

xtanx
xxtanlim 2

2

0x0x 
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:بنابر قاعده ھوپیتال داریم.این حد نیز بھ صورت مبھم     است
0
0

0
xtanx1

xtanlim

xtanxsecx2xsec2
xtanxsec2lim

xsecxxtan
1xseclim

0x

22

2

0x2

2

0x




















:در نتیجھ بھ دست می آوریم

0xcot
x
1lim

0x
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:  صورتھای مبھم توانی ٢۶-۶-۵

عددی حقیقی یا یکی از نمادھای        یا         aکنیم                و  فرض

باشد،در این صورت    



اگر                                 ،آنگاه               بھ صورت مبھم) الف

.در می آید         

0)x(flim0و)x(glim
axax




)x(g)x(fy 

)x(g

ax
)x(flim



00

اگر                                  آنگاه               بھ صورت مبھم) ب

.در می آید        




)x(flim0و)x(glim
axax

)x(g

ax
)x(flim



0

اگر                                  آنگاه                 بھ صورت مبھم) پ

.در می آید        

1)x(flimو)x(glim
axax




)x(g

ax
)x(flim



1
.می نامیم صورتھای مبھم توانیصورتھای مبھم بالا را 
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برای رفع ابھام از این گونھ صورتھای مبھم،از دو طرف تساوی

لگاریتم طبیعی می گیریم،بھ دست می آوریم 

)x(g)x(fy 

)x(fln)x(g)x(flnyln )x(g 

.سپس از دو طرف تساوی اخیر ھنگامی کھ          حد می گیریم ax 

)x(fln)x(gylnlim
ax




حد سمت راست تساوی اخیر بھ صورتی است کھ می توان قاعده ھوپیتال را

در مثالھای زیر روش رفع ابھام از صورتھای.برای رفع ابھام آن بھ کار برد

.مبھم توانی توضیح داده شده است
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